Définition 5.9 (Fonction de classe C?). Soit Q c R" un ouvertet f : Q — R. On dit que f est de
classe C? surQ, noté f € C>(Q), si f admet des dérivées partielles premiéres et secondes continues
surQ, cest-a-dire si f € C1(Q) et admet des dérivées partielles secondes continues sur Q.

Proposition 5.10 (Opérations et fonctions deux fois différentiables ou de classe C?). Les
sommes, produits, quotients (avec dénominateur non-nul) et composées de fonctions deux fois
différentiables (resp. de classe C?) sont deux fois différentiables (resp. de classe C?).

Démonstration. C’estune conséquence immeédiate des résultats sur les opérations de fonctions
continues et celles qui sont différentiables. O

Proposition 5.11 (C? implique deux fois différentiable). SoitQ cR" unouvert,xe Qetf:Q—
R. Si f est de classe C?, alors f est deux fois différentiable en x.

Démonstration. Admise. La preuve est similaire a celle du cas C'. O]

Théoréme 5.12 (Théoréme de Schwarz). Soit Q) cR” un ouvertet f : Q — R. Si f est deux fois
différentiable, alors pour tout x € Q, D> f est une forme bilinéaire symétrique. En particulier,
pourtoutl <i,j<n,

0? 0?
/ (x0) = /
6xi0x]‘ OXjaxi

(x0).

Démonstration. (Admise, non-données en CM) Soit x € Q. On sait déja que D2 f est une forme
bilinéaire. Montrons qu’elle est symétrique, ¢’ est-a-dire que pour tout (h, k) € R"xR", D2 f (h, k) =
D2 f(k, h).

Comme f est deux fois différentiable, alors pour tout i € R”, x — Dy f(h) est différentiable sur
Q. On a donc, quand h — 0, dans I'espace £ (R",R),

@x,n = Dyxrnf —Dxf —Dx[Df (W] =o(lhll2),
ce qui veut dire que pour tout € >0, 30 >0, Vk e R”,
VheR", |hl2<d= l@ynR)l<celhly.

En particulier, en utilisant le fait que ¢, j est une application linéaire, et en appliquant cette

inégalité a ﬁ quand k # 0, comme @y j, (ﬁ) = (pl"‘;fn(z ) on obtient

Ve>0,36>0,Yk#0,YheR", [ hll2 < = |pyn (k)| < ellkl2ll All2.

Cette inégalité restant vrai pour k = 0, on a donc obtenu que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel
que pour tout & € B(0,9) et tout k € R”,

|Dysnf (k)= Dy f(k)— D [Df(WI(k)| < el hll2lkll2,  Dx[Df(R)](k) = D%f(h,k).
Fixons h € B(0,0) et k € R", et définissons v : [0,1] — R pour tout ¢ € [0, 1] par

w(t) = fx+h+tk)— f(x+tk)— tD>f(h, k).
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La fonction v est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[, et pour tout ¢ €]0, 1[, en notant u(t) =
x+h+tk,ona
Dt(fo u) = Du(t)fth(u) = Dx+h+tkf(k)y

et on obtient
V' (£) = Dyy s 1k (k) = Dy i f (k) — D2 f (h, k)
= [Dysns ek f (k) = Dy f(k) = DA f (h+ th, k)| — [ Dy sr f (k) — Dy f (k) — D5 f (2, )],
par bilinéarité de D f. On obtient donc, pour tout 7 €]0, 1],

|W/(t)| = |Dx+h+tkf(k) =D, f(k) _Dach(h'i' tk, k)l + |Dx+tkf(k) —Dxf (k) _Dif(tk' k)|
<ellh+tkl20kl2+elltkli2likll2 < ellkllz (IRI2 + tlkll2 + £l Kkll2)
<e(lhllz+ 21kl I kll2.

On remarque que
w(l)—w(0) :f(x+h+k)—f(x+h)—f(x+k)+f(x)—Dif(h,k)

et on applique le théoréme des accroissements finis a y sur [0, 1], ce qui nous donne, pour un
certain t; €]0, 1],

[y (1) =y (0)] =1y (5) (1 - 0)| = [y (t0)| < & (| Rll2 1 kll2 + 211 k113)

c’est-a-dire
|fx+h+k) - fx+h) = flx+k) + fx)—Dif(h, k)| < e(Ilhl2llkllz +21kl3)
En échangeant les roles de k et &, on obtient aussi que
|[fx+h+k)—flx+h) - fx+k) + fx)—Difk, )| < e (Il kllz + 21 Rkl3).
On obtient donc
|D3f(h, k) - D% f (k, b)| < 2¢ (I hll2llkll2 + 1R + 1 ll3) -

Cette inégalité est en faite valable pour tout (k, k) € R" x R” par bilinéarité de D2 f. Ainsi, quand
€ — 0, on obtient que D2 f(h,k) = D%f(k, h) pour tout (h, k) € R" x R", et donc que D>f est
symétrique. O
Remarque 5.13 (Réciproque fausse). Le réciproque du théoreme est fausse. Ce n’est pas parce
que le théoreme de Schwarz est vérifié en xy que f est deux fois différentiable en x,. Il n’est évi-

demment pas nécessaire que la fonction soit deux fois différentiable en xy pour que ses dérivées
partielles secondes existent en ce point.

Exemple 5.14. Donnons ici deux exemples d’applications de ce théoréme :
1. Si f:R? — R est définie par f(x,y) = x* +2x% -3y, alors il est clair que

0° 0°
/ (x,y) = /
0x0y 0yox

(x,y) =4x°,
car f € C?(R?) et donc deux fois différentiable.
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2. Exemple de Peano. Soit f : R?> — R définie par

WP
flx,y) = { X2+ y2 si (x,y) #Z (0,0)
0 si (x,y) =(0,0)

Calculons les dérivées partielles de f en (0,0) :

lim L0700 _ ﬁ(o 0)
h—0 h

h#0

et
k—0 k

k#0

De plus, on a, pour tout x #0 et y # 0,

ox O ¥) = jim n =y et 5w 0)=lim k -
On obtient donc
of of _9of
+=(0,y) —==(0,0 2 92 (X, 0) 0,0
lim 20N "5 OO af( 0,0)# f(OO)—lm o 1.
y—0 y ay x—0 X

y#0 x#0

On en déduit que f n’est pas deux fois différentiable en (0, 0).

Théoréme 5.15 (Formule de Taylor-Young a l'ordre 2). Soit Q c R” un ouvert, f : Q — R et
X0 € Q. Si f est deux fois différentiable sur Q, alors pour tout h tel que xo + h € Q, on a (les trois
formules sont identiques, simplement écrites de manieres différentes) :

1
F o+ h) = f(x0) + Dy f() + 5 D3, f () + (Il ll3)

1
= [(x0)+ (Vo f, B + S (H (x0) b b} + o hl3)

1 1 2
—f(xo)+z—xf(xo)h += ) 5x,0%, (Xo)hihj+0(||h||§),
l] 1

que l'on écrit de maniére équivalente, pour x = (X, ..., X,) € Q et X — X9 = (X0,1,---» X0,n)»

n 2

1
fxo)= f(xo)+2—x(xo)(x, Xo) + > 330,

i=1 l] 1

- (x0) (x; — Xo,i) (xj — Xo,7) + 0 (Il x — Xol5),

" of 1 & 02f ' e . )
ouP:R" - R, x-—»f(x0)+Z—(x0)(x, x0,)+ > - (x0) (x; — Xo,1) (X} = Xo,j) est appelé
i1 0x; l] 10x;0x;

Polynome de Taylor d’ordre 2 de f au voisinage de xy.

Remarque 5.16. La deuxiéme formule s’obtient simplement en posant i = x — x.
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Démonstration. (Admise, non-donnée en CM) Soit xy € Q ouvert de R” et f : Q — R deux fois
différentiable sur Q2. Montrons que f(xo + h) — f(x0) = (Vx, f, h) — %(Hf(xo)h, hy = o(|l hllg). Pour
cela, on définit g : [0,1] cR — Q pour tout ¢ € [0, 1] par

t2
g() = f(xo+th)— f(x0) — t{Vy, f, h) — 3<Hf(xo)h, hy,

ol h € Q est tel que [xg,xp+ 1] = {xg+ th:t€[0,1]} < Q de telle sorte que g soit continue sur
[0,1] et dérivable sur ]0, 1[. On remarque que

1
g(1)—g(0) = f(xo+h)— fx0) =V, f, ) — §<Hf(x0)h;h>-
Comme g est dérivable on a, pour tout ¢ €]0, 1],
8'(1) = Dyystnf () = (Vo f, by — t(Hp(x0) h, h).

Comme f est deux fois différentiable sur Q, Df est différentiable en xy et on en déduit (cf.
preuve de la proposition précédente) qu’il existe § > 0 tel que pour tout i € B(0,9) et tout k € R”,

Dyy4nf(k) = Dy, f(k) + D3, f(h, k) + [ Al klle(h)
ol ¢ est une fonction de limite nulle en 0. Pour & € B(0,9) et t €]0, 1], en appliquant la formule
précédente a (h, k) = (th, h) € B(0,6) x B(0,0) car t €]0, 1], on obtient, bar bilinéarité de Diof,
Dyysinf(k) = Dy, f(h) + D3, f(th, h) + | thllllhl (¢ h), et donc
g' () =Dy, f(W)+ Diof(th, )+ lithillhlle(th) — (Vy, f, hy — t(Hf(x0) h, h)
= Dy, f(h) + tD5, f(h,h) + [ th]|| hlle(th) — Dy, f (h) — tD3, f (h, h) = tl k|| *e(th),
ou la deuxiéme égalité est obtenue par bilinéarité de Dio f-On en déduit que

Vtelo,1l, |g' ()l <leth)|tlhl* < EMn)|Ihl

en notant &(h) = sup ) 1 l€(¢h)| = 0 qui a une limite nulle quand & — 0. On applique 'inégalité
des accroissements finis a g qui est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1[, et on a donc:

1
fxo+h) = f(x0) —(Vx [, h)— E(Hf(xo)h, hy|=1g(1)-g(0)| =< ( sup Ig'(t)l) (1-0) <&Mm)|hl?
£€]0,1]
et on obtient le résultat voulu. O

Exemple 5.17. Si n = 2, et sous les hypotheses du théoréme précédent, on a, quand (h, k) —
(0,0),
0 0
fxo+h, yo+ k) = f(xo,y0) + %(xo,yo)h + %(xo,yo)k
10%f 10%f 82
+ = —=(x0, Yo) h* + = —= (X0, o) k* +
3322 (X0, Yo) 5 322 (X0, Yo)

qui s’écrit aussi, quand (x, y) € Q, (x, y) — (xo0, yo),

- gy (X0, Yo) hk + o(h? + k%),

d d
fx, ) =f(x0,y0) + %(xo» Yo) (x — xp) + %(xo, Y0) (¥ = Yo)
10%f 10%f 0% f
+ EW(XO,J/O)(X—XO)Z + Ea—yz(xo,yo)(y—J/o)z + 530y (X0, Y0) (X — X0) (¥ = Yo)

+o((x—x0)* + (¥ — 30)%),
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5.3

Généralisation... en bref et sans preuve!

On peut généraliser les sections précédentes pour k =3 :

Une fonction f: Q cR"” — R est k fois différentiable si les dérivées partielles d’ordre k — 1
sont différentiables.

Dans ce cas, f admet des dérivées partielles d’ordre k en tout point xo de 'ouvert Q et on
note D’;O f la différentielle k-ieme au point x.

Lapplication D';Of est k-linéaire et on a, pour tout (h', .., h*) € (R™),

k ool k & okf
onf(h yer )=_ Z m

i1y000=1

(xo)hj .nf .

Le fait que f soit k fois différentiable assure que la forme k-linéaire précédente est symé-
trique (théoréme de Schwarz généralisé) : on peut dériver par rapport aux variables dans
n'importe quel ordre, cela ne change pas le résultat. Autrement dit, si (ji,..., jx) est une
permutation de (iy, ..., ix), alors

ok f okf

Vxo€Q, = .
o ale ...ax]‘k (XO) axl‘l ...ax,-k (JC())

Une application f est de classe C* si elle est de classe CK~! et de dérivées partielles k-
iemes continues. Une telle application est automatiquement k fois différentiable.

La formule de Taylor-Young al'ordre k pour f qui est k fois différentiable s’écrit

fo+h) =flxo)+ Y. ﬁDiof(h, ) +o(lhl%)
j=1J

noa\!
(Zhiﬁ) | o)+ olnl5).

i=1 1

ko1
:f(xo)'l'ZT'
j=1/

et le polynome de Taylor d’ordre k de f au voisinage de xj est donc P : R"” — R défini pour
tout x € R” par

k 1 .
P(x)=f(xo)+ ) FDiof(x—xo,...,x—xo)
=

(xo0)

(Z(xi_xo,i)a_xi) f

i=1

ko1
:f(xo)"'ZT‘
j=1J:

De méme, on peut définir la notion de fonction infiniment différentiable, c’est-a-dire que
DFf est différentiable pour tout k € N. De plus, on dit que f € C®(Q) si f admet des
dérivées partielles de tout ordre qui sont continues.
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