4.2 Opérations algébriques sur les différentielles

Proposition 4.14 (Opérations). Soit QO < R" un ouvert de R", V. c RP un ouvert deR”, a € R,
f:Q—-RP, g:Q—RPetp:V —R"™ Sif etgsontdifférentiables sur Q, et ¢ différentiable sur
V, alors :

1. (Linéarité) a f + g est différentiable sur Q et, pour tout x € Q, ona
Dy(af+g)=aDyf +Dxg.
2. (Produit) sip =1, f g est différentiable surQ et, pour tout x€ Q, ona
Dy (fg) =8(x)Dxf + f(x)Dxg.

f

3. (Quotient) sip =1 et g # 0 sur Q, alors = est différentiable sur Q) et pour tout x € Q, ona
g

f) _ 8X)Dxf - f(x)Dxg

D, (_
g (g(x))?

4. (Composée) si de plus f(Q) c V, alors po f est différentiable sur Q et, pour tout x € Q,

Dy(go f) :Df(x)(P°Dxf-

Démonstration. (Non donnée en cours / Similaire a celle dans le cas n = p =1 vue en L1 dans
le cas de la dérivabilité)

1. Linéarité. Par différentiabilité de f et g, on obtient, pour tout x € Q et tout h € R” tel que
x+heQ,

f(x+h)=f(x)+Dxf(h)+o(lhl2)
g(x+h)=gx)+Dyxg(h)+o(lhly).

On en déduit donc que
(af +8)(x+h)=(af +8x)+ (a@Dxf +Dxg)(h)+ ol hll2),

ou h — (aD,f + D,g)(h) est linéaire, ce qui permet de conclure que a f + g est différentiable,
de différentielle a D, f + Dyg.

4. Composée. Soit x € Q. Par hypothese, on a, pour tout & € R” tel que x + h € Q et tout k € R?
telque f(x)+keV,

fx+h)=f(x)+Dyxf(h)+o(lhl>)
P(f(x)+ k) =@(f(x0) + D@ k)+o(lkll).

La premiere égalité nous donne
(o fHx+h) =p(f(x+h)=¢(f(x)+Dyxf(h) +olhll)).
Ainsi, on obtient a partir de la deuxiéme égalité, pour k = D, f (h) + o(|| kll2),

(@o fl(x+h) =@(f(x) + D@ (Dxf(h) +ollhl2)) + o (IDx f(h) + ol hll2) l12)
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et ainsi, par linéarité de D fx & on obtient
(o f(x+h)=@(f(x))+DgxypoDyxf(h)+r(h),
ou— Dyy@o Dy f(h) estlinéaire et le reste r(h) est donné par
r(h) := Dy (0(lhl12)) + o (IDx f (h) + ol All2) I12) -

Il reste a montrer que r(h) = o(||hl|2). Par continuité des applications D¢ et Dy f, il existe
deux réels positifs L et M tels que, pour tout i € R" et tout k € R”,

IDxf(Wll2 < Llikl2, et [Dpxmelz=<MIkl.

On en déduit que
1D f@ (0UlRl2) 12 = Mlo(ll Rll2)I

et
IDxf(h) +o(lhli2) 2 < IDx f(W)l2 + lo(lRl2)| = LIl Rll2 + ol AlI2)].

Ainsi, r(h) = o(||hl|2) et'application go f est donc différentiable en x € Q et Dy(¢o f) = Do
D.f.

2. Produit. On considére I'application bilinéaire ¢ : R x R — R définie pour tout (x, y) € R? par
plx,y) =xy.
Lapplication ¢ est bilinéaire et différentiable, donc pour tout (x, y) € R? et tout (h, k) € R?, on a
Dx,y)9(h,k) = hy + xk.
Considérons maintenant 'application u : Q — R? définie pour tout x € Q par
u(x) = (f(x), g(x).
Alors u est différentiable et on a, pour tout h € R”,
Dyu(h) = (Dxf(h),Dyg(h)).
On remarque maintenant que I'application p : Q — R définie par
px) = f(x)g(x)
vérifie p = @ o u et sa différentielle en x € Q est donc (d’apres 4.)
Dxp = D(fw),gn®° Dxlt,
et on obtient ainsi D, (fg) = g(x)D,f + f(x)Dg.

3. Quotient. On remarque que g = @o¥ o1 ¢ : RxR* — R est définie par p(u, v) = 7 et ¥ = (f, g).
Lapplication ¢ est différentiable et on a ¢(u, v) = u x i(v) ou i : R* — R définie par i(z) = % On
a donc, par composition, pour tout (k, k) € R x R*,

h ku hv-ku

D(u,v)‘ﬂ(h,k):hxi(v)+unyi(k):;_? >

On en déduit donc que, pour tout h € R",
on q(h) = on ((P o) (h) = (D‘P(xo)(P © DxO\P) (h) = D‘P(xo)(P(onf(h); ong(h))
_ f(x0)Dx,8(h) — g(x0) Dy, f (h)
g(xp)? '
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4.3 Dérivées directionnelles/partielles, gradient et matrice Jacobienne

Définition 4.15 (Dérivées directionnelles/partielles). Soit Q c R" un ouvert, xy € Q, v € R"\{0}
et f:Q—RP.
* On dit que [ admet une dérivée en x, suivant le vecteur v si U'application

g:R—RP, t— f(xo+tv)
est différentiable en 0, c’est-a-dire si

im fxo+tv) = f(xo)

=0 t
10

existe.

0
La dérivée de | en xq selon v se note alors a—f (x0).
v

De plus, si f admet une dérivée selon le vecteur v en tout point x de Q, on appelle dérivée de f
suivant v l'application

g—]; Q—-RP, x~— g—];(x).
* En particulier, si & := {ey,...,en} est une base de R", on dit que [ admet une i-eme dérivée
partielle (premiére) en xy si [ admet une dérivée en x, suivant le vecteur e;. On la notera généra-
lement g—)é (x0) ou0; f (xo) (plus rarement % (x0)).
De plus, si f admet une i-éme dérivée partielle en tout point x € Q, on appelle i-eme dérivée
partielle de f Uapplication of of

G_JC,’:QHRP’ x'—>a—xi(x)~
Enfin, si f admet une telle dérivée partielle pour tout1 < i < n, alors {0, f,...,0, f} sont appelées
les dérivées partielles de f.

FIGURE 8 : Cas de f: Q c R? — R. La dérivée suivant le vecteur v au point (xo, yo) donne la pente
(par rapport au plan (xOy)) du vecteur dessiné en bleu partant de (xo, yo, f (X0, o))

Exemple 4.16. Soit f : R? — R définie pour tout (x, y) € R? x R? par

fx,y) =x*-y°,

35



‘
=

FIGURE 9 : Cas de f : Q c R?> — R. La dérivée suivant le vecteur (1,0) (resp. (0,1)) au point
(x0, yo) donne la pente (par rapport au plan (xOy)) du vecteur dessiné en bleu partant de
(X0, Yo, f (xo, ¥0))

et considérons le vecteur v = (1, -2) € R? et le point xy = (1,0). Montrer que g—};(l, 0)=2.
(Exercice donné en CM)

Proposition 4.17 (Différentiabilité implique dérivées directionnelles). Soir Q) c R" un ouvert,
xp€Qetf:Q— RP.Sif estdifférentiable en xo alors pour tout vecteur v € R"\{0}, f admet une
dérivée en xy suivant v eton a

of

%(xo) = Dy, f(v).

Démonstration. Soient t # 0 et v # 0, alors, comme f est différentiable en xj, on a, quand ¢ — 0,

fxo+1tv)— f(xo0) _ Dy, fv)+o(lltviz)
t t

=Dy, f(v)+0(1) = Dy, f(v),

par linéarité de D,, f. Donc f admet une dérivée en x suivant v qui est bien Dy, f(v). O

Exemple 4.18. (Fonction non-différentiable mais avec des dérivées directionnelles) La réci-
proque de cette proposition est fausse!! Une application peut admettre en x, une dérivée di-
rectionnelle suivant n'importe quel vecteur v non-nul sans qu’elle soit continue en x; (et donc
non-différentiable en ce point).

Par exemple, on considere f : R?> — R définie par

2

)L osix#0
f(x,y)—{ox six=0.

Exercice : Montrer que f admet une dérivée directionnelle selon tout vecteur au point (0,0) mais
que f nest pas continue, donc pas différentiable, en (0,0).
Correction : Soit v = (a, b) € R*\{(0,0)} et xo = (0,0), alors

flxo+tv) -~ fxp) _ f(ta, tb) :{ L sia#0

t t 0 sia=0.
On a donc ,
g(OO):{% sia#0
ov 0 sia=0,
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ce qui prouve que | admet une dérivée directionnelle en (0,0) suivant tout vecteur v # 0. Cepen-
dant, on a, quand x — 0,

f(x,vx)=1—1# f(0,0),

et donc f n'est pas continue en xy, et donc non-différentiable en ce point.

Remarque 4.19 (Dérivées partielles par rapport a labase canonique). En pratique, on choisira
le plus souvent la base canonique 28 de R”. Soit i € {1, ..., n}, 'application f admet donc une i-
eéme dérivée partielle au point xo = (x1, ..., X»)

— u~— f(x1,..., Xi—1, U, Xi+1,...Xn) est dérivable en x;,

> t— f(xo+te;) = f(x1,..., Xi—1, Xi + £, Xi+1,...Xp) est dérivable en 0,

etona
OF (v =lim I ot 1D = F(Xo) _ o FXU o Ximty X4 6 Xiry o Xn) = [ (30)
0%; %0 70 t

On calcule donc la dérivée par rapport a la variable x; en considérant les autres variables constantes.

Exemple 4.20. Soit f : R? — R définie pour tout (x, y) € R? par
flx,y) = x>y —2sin(xy).

Comme, pour tout (xy, yo) € R?, x — f(x, yo) et y — f(xo, y) sont dérivable sur R, on a, pour tout
(x,y) eR?
f

a—(x )=2xy—2ycos(xy) g(x )—x2—2xcos(x)
ax»J’—J’y y) Oy’y_ ).

Proposition 4.21 (Différentielle et dérivées partielles). Soit % := {ey,...,e,} une base de R",
QcR" un ouvert, xo € Q et f: Q— RP. Si f est différentiable en x, alors

1. les n dérivées partielles de f en x( existent;

2. pourtouth=hye;+...+ hpe, €R", ona

_v ., of
Dy, f(h) = ; h; ox, (xo).

3. pourtouth=hye, +...+ hye,R" telquexo+ heQeth—0,0na

n 0
f(x0+h):f(x0)+2—f

(x0)h; +o(llhll2)
i=10x;

que l'on peut réécrire, pour tout x = (x1, ..., Xp) € Q, quand x — xo = (xé, . x(’)’),

no9 .
f)=fxo)+), a—){(xo)(xi —xg) + o(llx = xpll2)
i=1 14
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Démonstration. Si f est différentiable en x, alors f admet des dérivées directionnelles en x
dans toutes les directions, en particuliers dans celles données par la base 28. Les n dérivées
partielles existent donc bien. De plus, on a

) . of
Vi,l<i<n, a_x,-(x°) =Dy, f(e)).

Pour h = hye; +...+ hye, € R, on obtient donc, par linéarité de la différentelle,

n n n a
Drof ) =D f| Y hies| = Y Do flen = 3 i Ly,
i=1 i=1 o1 0x
Le troisieéme point est une conséquence immédiate de la définition de la différentielle. O

Exemple 4.22. On considere f : R? — R? définie pour tout (x, y) € R? par
flx,y) = (xe™, x* + y?)
et xo = (2,1). Montrer que Dy, f est définie par
Y(h1, hy) €R?, Dy, f(hy, hy) = (3€*hy +4e* hy, 4hy +2hy).
(Exercice donné en CM)

Remarque 4.23. En pratique, pour étudier la différentiabilité de f en x :

1. On étudie I'existence des dérivées partielles de f en xy en cherchant a calculer, pour
chaqueie€l,.., n},
Xo+te)) — f(x
lim f( 0 1) f( 0)

=0 t
1#0

)

ce qui donnera % (xp) silalimite existe. Si une de ces limites n’existe pas, alors f n’est pas
1
différentiable en xg.

2. Si toutes les dérivées partielles existent, on considere I'application linéaire L : R" — R”
définie par
of

n
VYh=(hi,...hn), L(h)=)_ hi=—(xo),
-1 0xi

et on vérifie que
lim If o+ 1) — flxo) = LUMIl2 _
h=0 171l

h#0

0.

Si c’est le cas, alors [ est différentiable en xg et Dy, f = L, sinon elle ne I'est pas.
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Définition 4.24 (Gradient, Matrice Jacobienne et jacobien d’une application). Soir Q c R" un
ouvert, xg € Q et f : Q — RP différentiable en x.
* Si p =1, alors on appelle gradient de f en xy le vecteur des dérivées partielles de f en xo, c’est-
a-dire

of of

Vo f := a—xl(xo),'“ ,E(xo)

Notons que l'on a, pour tout h € R",
Dy, f(h) = (Vo f, 1)y = ) hi =~ (xo). 4.2)

i=1 ax,-

* Si p € N\{0, 1}, on appelle matrice jacobienne de f au point xy la matrice de l'application li-
néaire Dy, f . Elle est noté J ¢(xo) et ona

%(Xo) %(xo)

]f(xO) = € %p,n(R)-
0 0
L) o 2 x)

On a ainsi, pour tout h = (hy, ..., hy) € R",
h
Jr(xo)| -+ |=Dx f(R).
hy

De plus, si p = n, on appelle jacobien de f au point xy, notéJac f (xo) le déterminant de la matrice
carrée ] (xo), c'est-a-dire

Jac f (xo) = det (J (xo))

Remarque 4.25. En fait, V,, f est]'unique vecteur vérifiant (4.2). En effet, comme Dy, f est une
forme linéaire sur R", il s’agit simplement d'une application du Théoreme de représentation de
Riesz.

Exemple 4.26. Le gradient de I'application f : R® — R, donnée par f(x,y,z) = x> —2xz— 2%, en
(x,y,2) est
v(x,y,z)f = (3)62 - 2_)/, -2Xx, —322)
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