Exemple 4.27. Soit f : R" — R définie par f(x) = || x|l2 = V/{x, x), alors (par composition) on a,
pour tout x # 0 et tout h € R”,

W,

Dy f(h) =
f Il Il

et on en déduit automatiquement que
. x
VxeR™0}, Vyf=—.
12

Le résultat suivant se déduit automatiquement des propriétés sur les différentielles.

Proposition 4.28 (Matrice jacobienne et opérations). Soit Q) c R" un ouvert, xo€ Q et f:Q —
R”, g: Q — RP deux applications différentiables en xy, alors on a, pour tout a € R,

Jaf+g(x0) = aJr(xo) + Jg(xo).

Soit h: R? — R™ et V < R” un ouvert tel que f(Q) < V. On suppose que [ est différentiable en
Xo € Q et h est différentiable en f(xo), alors

Thof(x0) = Jn(f (x0)) x J¢(xo)

De plus, dans ce cas, on a

Jac(ho f)(x9) =Jach(f (x9)) x Jac f (xo)

Exemple 4.29. Soit f : R? — R? et g : R?> — R définies par
fx,y) =xy*e™) et gluv)=u’-v°
Déterminons Jg,7(1,1). On calcule facilement

2

2
]f(x,y):( yJe/xy xzxyy) et Jg(u,v)=(3u* -3v%),

et ainsi, au point xp = (1,1),ona
]f(1,1)=( 2 i ) et Jg(f(L,D)=Jg(l,e)=(3 -3€*).
On obtient donc
Jeor (L, 1) = Jg(f(L)x Jp(1,1)=(3 -3¢ )x( 2 2):( 3-3¢* 6-3¢ ).

D\ Exercice : retrouver ce résultat en calculant directement g o f puis en déterminant sa matrice
jacobienne.

La formule donnant la matrice jacobienne d’une fonction composée permet de montrer le
résultat suivant (c’est une simple multiplication de matrices) :
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Proposition 4.30 (Dérivées partielles d’'une fonction composée a valeurs réelles). SoientQ c
R" et V < RP deux ouverts. On considere l'application f : Q — R” définie par

f(xlr---)xn) = (fl(xl;"' )x}’l))"' 7fp(xlr'” ,xn)) € [Rp
telle que f(Q) c V, différentiableen xp e Qetg: VvV — R,
Yo yp)— 8 yp) ER.

différentiable en yo = f(xg). Alors go f est différentiable en x( et pour tout1 < i < n,

a(go f) og %
%, (x0) = Z 6yk( Yo) ( Xo)

Exemple 4.31. Dérivées partielles et différentielle d’'une composée

2 2
On consideére f : R? — R différentiable, et g : R? — R, (x,y) — f(x?>y3,e* *7"). Alors on a, pour
tout (x, y) € R?,

0 0 3
%(x, Y= 2xy3£(x2y3’ ety 4 2xe Y a_f(xzys, Xt

0 0 3
5y )= 3x2y2£(x2y3, et +2yex2+yza_];(x2y3, e,

Ainsi, la différentielle de g au point (1,1) € R? est

of 2f

4
2-L(1,e5) +2e e 201
0x

D(x,y)gi(hl,hz)ERzH (1 e ))h +( a(l,e )+Ze (1 )| h

Exemple 4.32. (Coordonnées polaires).
On considere I'ouvert Q = R} x]0,27[c R? et f: Q- R? définie pour tout (r,0) € Q par
f(r,0) =(rcos6,rsin0).

De plus, soit V < R? un ouvert et g: V — R ((x,y) — g(x,y)) différentiable et f(Q) < V. On
considere h: Q) — R définie par = go f, de telle sorte que h(r,0) = g(r cos6, rsinf). Alors on a

o0g 0 0 0 O0(rsin@
( ,0) = —(rcosH rsin@) x M(r,6)+—g(rcost9,rsin0) X m(r,@)
or oy or
3 Gh 3 6 . 0(rcos0) 0g . 0(rsinf)
= 60(r’0) = ax(rCOSQ,TSIHQ) X 30 (r,0) + 6y(rcos€,rsm0) X 30 (r,0),
et on trouve ainsi
oh

0 0
—(r,0) = cos@—g(r cos6,rsinf) + sin@—g(r cos0,rsinf)
or 0x oy

—(r,0) = —rsinHa—g(rcos(J, rsinf) + rcosHa—g(rcos(J, rsinf)
00 0x oy

Notons aussi que la matrice jacobienne de f en (r,60) est

cos@ -—rsinf

Jrn0) = sinf rcos6

et donc son jacobien vaut
Jacf(r,0) = rcos®0 + rsin®6 = r.
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4.4 Interprétation géométrique : le plan tangent (partie distribuée en CM)

On sait déja que si f: I — R, I un intervalle ouvert de R, est dérivable en x € I, alors la courbe
de f admet une tangente au point (xo, f (xp)) dont I'équation est

y = f(xo) + f'(x0) (x — X0).

En fait, x — f(xo) + f’(x0) (x — xo) correspond aux termes d’ordres 0 et 1 dans le développement
limité de f au voisinage de x,. Dans cette partie, on donne le méme résultat pour une fonction
de deux variables réelles.

On considere ici un ouvert Q < R? une fonction f : Q — R différentiable sur Q et (xg, yo) € Q.
Dans ce cas, le graphe de f

Gr:={(x,y,f(x,y):(x,y) €Q <R
est une nappe/surface de R® d’équation z = f(x, y). Elle peut étre aussi écrite, en posant
F:Ox f(Q)—-R, (x,y,2)—F(x,,2=f(x7)) -z,
Gr:={(x,y,2) €Qx f(Q): F(x,y,2) =0} <R°.

Par différentiabilité de f en (xy, yo), on a donc, au premier ordre, quand (x, y) € Q et (x, y) —
(xO’ J/O)»

of of
fx,y) = f(xo,y0) + a(xoy ¥0) (x — xp) + @(Xo, ¥0) (¥ = yo0) + o(ll(x = x0, ¥ — yo) ll2).

Ainsi, f estlocalement approximée au premier ordre, au voisinage de (xjy, yo), par le Polyn6me
de Taylor d’ordre 1 P : R> — R défini par

P:(x,y)— f( )+ﬂ( )(x— )+ﬂ( )y = y0)
XY X0, Yo ox X0, YoJ X — Xo ay X0, YoJ\Y — Yo).

Définition 4.33 (Approximation linéaire et plan tangent). Avec les notations précédentes, le
graphe de P est appelé plan tangent a ¢ au point Xy = (X, Yo, 20), 0it z9 = f (X0, o). Ce plan a
pour équation

0 0
z= f(xo0,y0) + é(xo, Y0) (X — Xo) + é(xo, Y0) (¥ — Yo).

Remarque 4.34. Cette équation de plan s’écrit aussi a I’aide de la fonction F (a vérifier)
aF(X)(x x)+aF(X)( )+6F(X)(z 20) =0
o 0 oayOJ/J/O 5z 0 0) =U.
De plus, comme ce plan tangent a pour équation
0 0
ax+by+cz+d=0, a= —f(xo,yo),b = —f(xo,yo),c =-1,
O0x oy
1 — (af of _ R
e vecteur n = | 51 (X0, Yo), a—y(xo, Y0), —1) =V, F est normal/orthogonal a ce plan.
Remarque 4.35. Ainsi, pour tout vecteur v = (a, 8) € R?, on a, puisque f(xo, yo) = P(xo, yo)
0 0 0
%(XO,J/O) = Dxo,y0) f () = Dix,y0) f (@, B) = %(XO,J/O)(X-F%(XO,J/O),B = P(xo+a, yo+pB)—P(xo, yo),

qui donne la différence de cote/hauteur entre les images des points (xo, yo) et (xo, yo) + v sur le
plan tangent.
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FIGURE 10 : Plan tangent a une surface
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4.5 Arcs paramétrés (partie distribuée en CM)

Définition 4.36 (Arc paramétré). Soit I R un intervalle éventuellement infini. On appelle arc
(ou courbe) paramétré deR" la donnée d’une application différentiable ¢ : I — R", que l'on peut
noter ¢ = (x1,...,Xp) ot Xy : I — R pour tout1 < k < n.

* Limage de @, notée € = @(I), s'appelle la courbe géométrique associée (appelé aussi le sup-
port de @). On dit que @ définit une paramétrisation de 6.

e Lacourbe€ estditerégulieresiVte I, ¢'(t) = (x| (1), ..., x,()) # (0,...,0). On dit aussi que ¢
est une paramétrisation réguliere de € et que tout point ¢(ty) € € tel que ty € I et @' (ty) #
(0,...,0) est régulier.

» Soit ty € I tel que ¢'(ty) = (0,...,0). On dit que le point ¢(ty) est un point singulier de la
courbe €.

Exemple 4.37. Les exemples suivants sont les plus simples/importants :

e Graphe d'une fonction. Soit f : I — R une fonction dérivable, alors sa courbe représenta-
tive est 'arc paramétré ¢(I) cR?> oli ¢ : t — (¢, f(1)).

Droite de R : ¢ : R — R", t — (x(),..., X, (1)) o1, pour tout 1 < i < n, x;(t) = a;t + b;.

Cercle de centre O et derayon R : ¢ : [0,27[— R2, t — (Rcos(t), Rsin()).

Ellipse de demi-axes a>0et b >0: ¢:[0,2n[— R?, t — (acos(t), bsin(r)).

Cycloide: ¢ :R — R2 ¢t — R(t—sint,1—cos?).
* Hélice circulaire: ¢ :R — R3, t — (acost,asint, bt), a>0, b> 0.

Remarque 4.38. Une courbe ¢ < R” peut admettre une infinité de paramétrisations. Par exemple,
le cercle S((0,0),1) c R? peut étre paramétré par

e ¢:[0,2n[— R2, t — (cos(t),sin(t)),
e ¢:[0,n[— R?, t— (cos(21),sin(21)),

1-u? 2u

¢« 9:R—-R% ur— | ——, ——
¢ (1+u2 1+ u?

) en posant u = tan (%).

Exemple 4.39 (Courbe réguliere et point singulier). Voici deux exemples :

1. Lapplication ¢ : R — R? définie par ¢(t) = (¢, t?) a pour courbe géométrique associée € la
parabole d’équation y = x?. Cette paramétrisation est réguliere car ¢'(¢) = (1,21) # (0,0)
pour tout ¢ € R.

2. Lapplication ¢ : R — R? définie par ¢(f) = (2, %) a pour courbe géométrique associée la
courbe ¥ d’équation y? = x3, appelée cubique. Comme ¢'(t) = (2¢,3t), le point (0,0) est
I'unique point singulier de €.
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Proposition 4.40 (Dérivation de long d’un arc). Soit I un intervalle ouvert deR, ¢ : I — R™ un
arc paramétré (donc dérivableen t € 1) tel que p(I) c V ot V < R est un ouvertetg:V — RP est
différentiable en ¢(t). Alors g o @ est différentiable en t et

(gop) (1) = Dy g9 (1)).

Lapplication (g o @)’ est appelée la dérivée de g le long de l'arc .

Démonstration. C’est une simple application de la formule de composition de fonctions diffé-
rentiables. [

Définition 4.41 (Vecteur normal unitaire et repeére de Frenet). Soit € = ¢(I) une courbe de R?

oitg: I —R2, t — (x(1),y(1)), et p(ty) un point régulier de €. Alors le vecteur unitaire tangent a
€ en @(ty) est donné par

@' (t) (x' (%), ¥ (1)
T (1) = —, = :
" ()l /X (19)% + y' (£9)?

On appelle vecteur normal unitaire a 6 en ¢(ty) le vecteur N(ty) obtenu par rotation d'angle %
de T (ty) dans le sens direct, c’est-a-dire

(=¥ (1), X (£0))
VX' (£0)% + J"(l‘o)z.

Le repere (p(ty); T (ty), N(to)) est appelé repere de Frenet a6 au point ¢(tp).

N(1) =

© www.au]rdin.info

FIGURE 11 : Exemples de courbes : vols d'oiseaux dans le ciel (haut gauche), trajectoire des oi-
seaux migrateurs (haut droit), chemin de randonnée (bas gauche), suivi GPS d'un chat pendant
une journée (bas milieu), chemin d'une chenille de nepticule dorée dans une feuille de ronce.
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5 Observer le voisinage : les différentielles d’ordres supérieurs
et fonctions de classe C*

Dans cette partie, on se restreindra aux fonctions a valeurs réelles. On généralisera aisément
aux fonctions a valeurs dans R” en décomposant f = (fi, ..., fp) ol les f; sont a valeurs réelles.

5.1 Fonctions de classe C!

Définition 5.1 (Fonction de classe C!). Soit Q c R un ouvertet f : Q — R. On dit que f est de
classe C! surQ, noté f € C1(Q), si f admet des dérivées partielles premiéres continues sur Q.

Exemple 5.2. (Fonction de classe Ch) Soit f: R3\{(0,0,0)} — R définie par
Y(x,3,2) e R\{(0,0,0)}, f(x,y,2) =In(x*+y*+2z%.
Alors f est de classe C! sur R3\{(0,0,0)}. En effet, on a

of 2x of 2y of 2z
F)

ax AT a e oy AT w e AT e

et ces trois fonctions sont continues sur R3\{(0,0,0)} comme quotient de fonctions continues
dont le dénominateur ne s’annule pas.

Proposition 5.3 (C! implique différentiable). Si f:Q cR"” — R est de classe C' sur un ouvert Q
et x€Q, alors f est différentiable en x.

Démonstration. Pour alléger les notations, on suppose que n = 2 (le cas général se montre de
méme). Pour h = (hy, hy) tel que x + h € Q, on définit

_ e Of o Of
r(h)=f(x+h) - f(x) h1ax1(x) hzaxz(x).

Montrons que, quand i — 0, r (k) = o(|| hll2). En effet, on a

fx+h) = f(x)= f(x1+ hy,x2+ hp) — f(x1, X2+ hp) + f(x1, X2 + ho) — f(x1,x2)
h a ho

0
= —f(x1+t,x2+h2)dt+ —f(xl,x2+t)dt
0o 0x 0o 0xo

15 19
Zhlf —f(x1+sh1,x2+hg)ds+ hg[ —f(xl,x2+sh2)ds,
0 0x1 0 0x2

ollon a posé t = sh; dans la premiere intégrale et ¢ = sh, dans la deuxieme. On peut donc écrire

1o 0 1o 0
r(h):hlf (—f(xl+Sh1,x2+h2)——f(xl,xz))d8+h2[ (—f(x1,x2+8h2)——f(x1,xz) ds.
0 OX1 6x1 0 ax?_ 6x2

Soit € > 0, alors par continuité des dérivées partielles de f en x, il existe 6 > 0 tel que pour tout
hi,hy, €] -6,6(letse0,1],

0
(x1+ shy, x2+ ho) — —f(xl,xz)

<é&
6)61

‘ﬂ
ox
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et

0 0
—f(xl,xz +shy) — —f(xl,xg) <E€.
axz Oxg

On en déduit que |r(h)| < €(|h1| + |h2]) et donc que r(h) = o(|| hll2) par équivalence des normes.
O

Proposition 5.4 (Opérations et fonctions de classe C!). Les sommes, produits, quotients (avec
dénominateur non-nul) et composées de fonctions de classe C' sont de classe C'.

Démonstration. C’estune conséquence immédiate des résultats sur les opérations de fonctions
continues et celles qui sont différentiables. O

5.2 Différentielle d’ordre 2, fonctions de classe C? et formule de Taylor-Young

Remarquons tout d’abord quesi f : Q c R — R est différentiable, alors & — Dy f (h) (pour x fixé)
estlinéaire mais x — D, f (h) (pour & fixé) ne I’est pas nécessairement! On peut donc considérer
la différentiabilité de I'application x — D, f sans que cela soit trivial.

Si f est différentiable, on sait que pour tout & = (hy,..., hy) € R", pour tout x € Q,

_wof
Dy f(h) = ; ox, (xX) ;.

Ainsi, supposer la différentiabilité de x — Dy f, c’est supposer celle de x — g—)é(x) pour tout i €

{1,..., n}. Dans le cas, on calcule aisément cette différentielle comme suit : pour tout i € {1, ..., n},
pour tout k = (ky, ..., k) € R",

=3y 2 ﬁ) .
Dx( axi) (k) -]; o ( (L2
ce qui implique, par linéarité, que
Dy (Df(h)(k) = ZE;(%) (Khi=) 3 _( / ) () hik;j.
i=1 i j

On notera :
e D2f(h,k):= Dx(Df(h))(k), D>f étant donc une application bilinéaire;

o’y (x) g ( of ) (x) les n? dérivées partielles secondes de f au point x
[ = — V .
6xjaxl- dxj axi p P
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Définition 5.5 (Différentielle seconde). Soit QO c R" un ouvert et f : Q — R une application
différentiable. Si, pour tout1 < i < p, Uapplication % est différentiable sur Q, alors on dit que f
est deux fois différentiable sur Q et on note D2 f = D (D) la différentielle seconde de f au point

x € Q. De plus, on sait que pour tout1 <i < p, 3 af admet des dérivées partielles en tout point
x € Q, appelées dérivées partielles secondes, et donnees par

. , *f .0 (of
Vi<i<j, Vli<j<n, ax].a)Ci(x).—a—(a )(x) 0ji f(x).

La différentielle seconde est donnée par la matrice n x n dont le coefficient (i, j) est
c'est-a-dire

62f
0x]'0xi (X),

62f 62f
ﬁ (x) T Bx,0x (x)
Hp(x) = : :
0% 0%
edn @ - 5

appelée Matrice Hessienne de f au point x. De la méme facon que la forme linéaire R" — R,

h—Y", a o (x) h; est associée a la différentielle premiere de f en x, la forme bilinéaire associée a
la dlﬁerentzelle seconde est donnée par

n n
R" xR" — R, (h,k)Hpif(h,k)=<Hf(x)h,k>:ZZ (x)h k;.

Remarque 5.6. Il est important de bien comprendre les domaines et espaces d’arrivée des dif-
férentielles secondes. L application D f est définie sur un voisinage V de x contenu dans Q c R"
etDf:V — Z([R",R). Ainsi, D? “f=Dx(Df) e ZR", Z[R",R)). Donc D, f s’applique linéaire-
ment a des éléments h € R" et D2 f(h) s’applique linéairement a des éléments k € R” en étant &
valeurs réelles. C’est pour cela que I'on peut donc identifier D2 f a une forme bilinéaire en les
deux arguments & et k. On pourra donc noter D2 f (h) (k) = D2 f (h, k).

R" — R"R) —R
h— D2f(h): k— D2 f(h)(k) = (D(Df)(h) (k) = D> f (h, k).
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