CHAPITRE
5

Pour se mettre en appétit
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§1 Equations d’évolution linéaire couplées

5.1.1. Evolution discréte du temps.— On s’intéresse 2 I’évolution d’une population de re-
nards dans une forét au cours des années. Supposons que le nombre de renards 1’année n est
proportionnel au nombre de renards 1’année précédente n — 1. En désignant par x(n) le nombre
de renards vivant dans la forét I’année n, 1’évolution du nombre de renards se modélise par
I’équation

z(n) =ax(n —1), (5.1)

ou a est une constante positive réelle. Cet exemple est un modele d’évolution linéaire. La po-
pulation est croissante si @ > 1 et en extinction si a < 1. Si a = 1 la population reste constante
a sa valeur initiale. Connaissant la population initiale 2(0) de renards I’année 0, de I’équation
de récurrence 5.1, on déduit le nombre de renards en fonction de 1’année n :

z(n) = a"z(0).

De nombreux problemes d’évolution discrete linéaire peuvent étre décrits par une telle équation.

5.1.2. Evolution continue du temps.— Afin d’illustrer les probleémes d’évolution continue,
considérons une cuve pleine d’eau de volume V' litre et contenant p litre de polluant a I’instant
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t = 0. Un robinet d’eau non polluée verse dans la cuve a raison de r litre d’eau par seconde.
Afin de maintenir la quantité d’eau constante dans la cuve, un robinet vide la cuve a raison de r
litre d’eau par seconde, comme indiqué sur la figure 5.1.
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FIGURE 5.1 — Evolution de la concentration de polluant dans une cuve

On souhaite déterminer la quantité de polluant dans la cuve a tout instant ¢. Notons z(¢) la
quantité de polluant dans la cuve a I’instant ¢. Le taux de variation de la quantité de polluant par
rapport au temps s’ exprime par

dx(t)

- concentration qui arrive — concentration évacuée.

L’eau versée dans la cuve étant non polluée, la concentration de poluant qui arrive est nulle et

la concentration évacuée est {>x(t), on a donc

de(t) . 1
o = 0= (), (5.2)

avec la condition initiale 2(0) = py. Cette équation différentielle admet pour solution

z(t) = e Vip,.

5.1.3. Equations couplées, la cas discret. — Dans de nombreuses situations, on étudie I’évolution
de plusieurs especes cohabitant dans un méme écosysteme. Le systeme est alors décrit par plu-
sieurs variables du temps z1(n),x2(n),...,zx(n) qui représentent le nombre d’individus de
chaque espece. Ces variables dépendent les unes des autres, on dit qu’elles sont < couplées >.

Il existe plusieurs cas d’évolution :

— chaque population a un effet négatif sur la croissance des autres populations, il s’agit de
la compétition interspécifique,

— on parle de relations proie-prédateur ou hote-parasite, lorsqu’une population a un effet
positif sur une autre, mais 1’effet est négatif dans 1’autre sens,

— chaque population a un effet positif sur la croissance des autres populations, on parle alors
d’évolution en symbiose.

5.1.4. Un modele proie-prédateur.— Comme illustration du modele proie-prédateur, considérons
les populations de renards et de mulots dans une forét. L’évolution de ces deux populations est
liée du fait que 1’on suppose que les renards mangent les mulots. En conséquence, plus il y aura
de mulots, plus les renards auront a2 manger; on peut supposer alors que cela encourage leur
reproduction, par suite le nombre de renards augmente. D’autre part, plus il y aura de renards,
plus de mulots seront mangés, ce qui va réduire la population de mulots I’année suivante.

Ces deux especes sont ainsi en interaction, on peut modéliser cette interaction de la facon
suivante. Notons respectivement par 1(n) et zo(n) le nombre de renards et de mulots I’année n.
Les équations qui décrivent I’évolution des deux populations forment le systeme :

z1(n) =axi(n—1)+bxa(n —1),

Ta(n) = —cxi(n— 1) + dra(n — 1), (5.3)
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ou a, b, ¢, d sont quatre constantes réelles positives. On regroupe les deux quantités x;(n) et
x9(n) pour former un vecteur
x1(n
x(n) = [ 1(n) ] :

xo(n)

Le systeme d’équation (5.3) s’écrit alors sous la forme d’une seule équation

x(n) = Ax(n — 1), (5.4)

¥

L’équation (5.4) est une généralisation au cas de plusieurs variables de 1’équation (5.1). De la
méme facon que dans le cas a une seule variable, connaissant les deux populations 1’année 0,
i.e., étant donné le vecteur x(0), on montre par récurrence que le nombre de renards et de mulots
I’année n est donné par

ou A désigne la matrice

x(n) = A"x(0).

5.1.5. Equations couplées, la cas continu.— On consideére le probléme de concentration de
polluant de I’exemple 5.1.2, mais maintenant avec trois cuves. On dispose trois cuves pleines
d’eau polluée, d’'un volume V' chacune, de telle facon que 1’eau circule entre elles selon le
schéma de la figure 5.2.
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FIGURE 5.2 — Evolution de la concentration de polluant dans trois cuves

Il y a r litre d’eau par seconde qui passe de la cuve C a la cuve (Y, de la cuve C, a la cuve
Cj5 et de la cuve C3 a I’égout. De plus r litre d’eau pur par seconde est versé dans la cuve (.
Les cuves contiennent initialement p;, po et p3 litre de polluant respectivement. On souhaite
déterminer la quantité de polluant qui se trouve dans chacune des cuves a chaque instant ¢ de
I’évolution du systeme.

Notons z;(t) la quantité de polluant dans la cuve 7, a I’instant ¢. On a

= concentration qui arrive — concentration évacuée.

. . . . r .2
La concentration du polluant évacuée de la cuve ¢ est donc sz(t) Les quantités de polluant
satisfont donc le systeme différentiel suivant :

dri(t)  r

y T
.~ vyl

dzs(t) r r
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Ce systeme s’écrit matriciellement sous la forme

d 131<t) r —1 0 0 Tt (t)
Ou encore,
dx(t
% = Ax(t), (5.5)
en posant
1 (t) -1 0o
x(t) = | zat) et A= v 1 -1 0
dx(t
et oll );1(6 ) désigne la dérivée du vecteur x(t) :

dl’l(t)

dt
dX(t) dxo (t

dt dt
diL’g (t)

dt

~—

Nous montrerons plus loin dans le cours que 1’équation (5.5) admet pour solution

x(t) = e"x(0), (5.6)
P

oux(0) = | pa | désigne le vecteur représentant les concentrations de polluant dans les trois
P3

NRLE L rt . . . L. .
cuves a ’instant ¢ = 0 et ol eV est la matrice définie par une série de matrices :

+o0o 1 rt k
EA_

k=0

Nous justifierons plus loin cette définition et nous présenterons des méthodes de calcul des
exponetielles de matrices. On remarquera 1’analogie entre la solution (5.6) et la solution de
I’équation différentielle (5.2).

Comme dans le cas discret, le calcul de la solution passe ainsi par celui des puissances de la
matrice A. Nous allons voir comment I’on peut réduire le calcul des puissances de A a celui des
puissances d’une matrice diagonale semblable a A. On appelle cette opération le découplage.

§2 Le découplage de systeme d’équations

Nous allons montrer que pour résoudre un systeme d’équations couplées, il est judicieux
de transformer ce systeme en un systeme découplé. Dans un premier temps, on montre que la
résolution d’un systeme découplé est immédiate.
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5.2.1. Les équations découplées.— Supposons que nous ayons une équation d’évolution
discrete
x(k) = Ax(k — 1),

a-[20]

L’équation est équivalente au systeme de deux équations linéaires :

avec par exemple

Ces équations sont dites non couplées, car x1(k) ne dépend que des valeurs des x4 (i), pour
i < k, et est indépendant des valeurs de z5(7). De méme pour zo(k) qui ne dépend que des
valeurs de x5(7), pour i < k.

Les solutions du systeme se déduisent par une simple récurrence :

[E1<I{7) = 3k$1(0) et ZL’Q(]{?) = 5kIL‘2(0)

5.2.2. Le découplage.— Considérons le systeéme suivant de deux équations couplées :

(k) = 21(k — 1) + 2ua(k — 1). .7
Afin de résoudre ce systeme, nous effectuons le changement de variables suivant :
x1(k) + zo(k x1(k) — xo(k
i (k) = M’ ya (k) = z1(k) — a(k) (5.8)
2 2
On a alors
z1(k) = yi(k) + y2(k), za(k) = y1(k) — y2(k). (5.9)
En additionnant et soustrayant les deux équations du systeme précédent, on obtient

ya(k) = ya(k—1).
Ce dernier systeme est découplé, il admet pour solutions :
yi(k) = 3ky1(0)a y2(k) = y2(0).
On peut alors résoudre notre probleme initial. On a

21(0) + 22(0)

0) = 0) =
n(0) 22 ) .
prou 0 0 0 0
x +x T —x
nik) =200 g 0050
Et en utilisant les équations (5.9), on obtient
3F+1 3F—1 3F—1 3F+1

2 2
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5.2.3. Exégese matricielle.— Le systeme (5.7) s’écrit sous la forme matricielle suivante
x(k) = Ax(k — 1),

avec A:[? H et X(k’):{ggg}'

Le changement de variable (5.8) consiste a considérer la matrice

1(1 1
Q=3 [ 1 -1 ]
et définir le vecteur y (k) par
y(k) = Qx(k). (5.12)
Par ailleurs, le changement de variable (5.9) s’écrit matriciellement sous la forme :
1 1
x(k) =Py(k), avec P = [ 1 _q } : (5.13)

On vérifiera que P = Q™. Le systtme découplé (5.10) s’écrit matriciellement sous la forme

y<k>=[§ f]y(ls—n-

On en déduit que

s =20 vo

[ o

Donc, de (5.12), on déduit que y(0) = Qx(0), d’ou :

y(k) = [%k ﬂ “ _ﬂ]x(@

X(k)zﬁ{l —1} { 21(0
_ { 3% /2(x1(0) 4 22(0))
3%/2(21(0) + 2(0))

Ceci correspond a la solution que nous avons obtenu en (5.11).

Le choix du changement de variable (5.13) pour obtenir un systeme découplé, i.e., avec une
matrice diagonale, est possible car il existe deux < vecteurs propres >

HENEN
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de la matrice A associés respectivement aux < valeurs propres > 3 et 1 de la matrice A. C’est-

a-dire que I’on a
1 1 1 1
sa]=sn] e a4

La matrice A est semblable a une matrice diagonale :

a0=a Alal AT

La premiere matrice dans le second membre de 1’égalité est I’inverse de la matrice de change-

ment de base
1 1
=) ]

formée de deux vecteurs propres associés aux deux valeurs propres.

Nous retiendrons que < découpler > un systeme revient a le < diagonaliser > . On a construit
deux matrices de changement de bases P et Q telles que

D = QAP,

ou de fagon équivalente
A =PDQ,

car P et Q sont inverses 1’une de 1’autre. Ainsi, le calcul des puissances de A se réduit a celui
des puissances de D :

x(0) ~2=x(1) ~2=x(2) ~A . Bax(k— 1) A x(k)
o PP
y0)—5>y1) 5=vy2)— - —Jyk-1)5=y(k)

Plus généralement, nous montrerons dans ce cours que lorsque 1’on peut trouver n valeurs
propres différentes d’une matrice A de M,,(R), on peut résoudre un systéme couplé

x(k) = Ax(k — 1)
en considérant un systeme découplé

y(k) = Dy(k —1).

§3 La diagonalisation des matrices et des endomorphismes

5.3.1. Probleme de diagonalisation des matrices.— De nombreux problemes comme celui
du découplage conduisent au probleme suivant :

Donnée : A une matrice de M, (K).

Question : Trouver une matrice inversible P de M,,(K), telle que P~' AP soit diagonale.
Nous verrons qu’il existe de nombreuses autres situtations dans lesquelles ce probleme in-

tervient.
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5.3.2. Probleme de diagonalisation des endomorphismes. — On peut donner une autre for-
mulation de ce probléme. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Donnée : « un endomorphisme de E représenté par une matrice [u|s dans une base B de F.
Question : Trouver une base B’ de E, telle que la matrice [u]g soit diagonale.

Deux matrices semblables représentant le méme endomorphisme dans des bases différentes,
la version matricielle de ce probleme correspond au probleme 5.3.1 : si P désigne la matrice de
passage de la base B a la base 5/, on a la relation :

Lorsque la matrice [u]g est une matrice diagonale, i.e., de la forme :

D VR |
0 X :
T
0 -+ 0 N\,
on dit que 1’endomorphisme u est diagonalisable. Les vecteurs (ey, ..., e,) de la base B’ ont

une propriété remarquable, ils satisfont, pour tout i € [1,n],

u(ez) = )\Zez

Nous verrons que ce probléme n’admet pas toujours de solution : un endomorphisme n’est
pas toujours diagonalisable. Cependant, nous verrons qu’il est toujours possible de trouver un
changement de base tel que la matrice s’exprime dans cette base comme une matrice diagonale
par blocs.

5.3.3. Une reformulation géométrique.— On peut donner une autre formulation du probleme
de diagonalisation d’un endomorphisme. Soit © un endomorphisme de £, diagonaliser u revient
a trouver une décomposition de £ en une somme directe

E=E&..&E,

de sous-espaces vectoriels telle que, pour tout i € [1, p],
i) F; eststable par u, i.e., u(E;) est un sous-espace de £,

ii) larestriction u g, de ’endomorphisme u a £; est une homothétie, ¢’est-a-dire, qu’il existe
un scalaire \; tel que

pour tout vecteur x de F;.
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En choisissant une base B; pour chaque sous-espace E;, la réunion B; U ... U B, de ces bases
forme alors une base B de F dans laquelle la matrice de u est de la forme

A 0
: 0
0 A
A2 0
[u}B - 0 /\2
Ap 0
0
0 Ap
ou chaque bloc
A1 0
0 A1

est la matrice de la restriction de I’endomorphisme u au sous-espace F;, exprimé dans la base B;.

5.3.4. Exemple.— Soient II le plan de R3 d’équation 2z = 0 et A la droite d’équation
r = y = z. Soit u ’endomorphisme de R? qui projette tout vecteur x de R® sur le plan II
parallelement a la droite A.

Notons Can = (cy, ¢z, ¢3) la base canonique de R :

1 0 0
C; = 0 , Cq9 = 1 , C3= 0
0 0 1
1
Soite = | 1 | un vecteur directeur de A. L’ endomorphisme u est caractérisé par
1
u(x) + e =x, wu(x) €I, pourtoutx € R>
T
Donc si [X|can = | @2 |,0na
T3
T xr1 — )\ I
[ulean | 2 | = | 2 — A et [ulean | 2 | €11
T3 T3 — A xT3
Soit encore
T Ty — T3
[U]Can T2 = Lo — X3

T3 0
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Ainsi
1 0 -1
[U] Can — 0 1 — 1
0O 0 O

Alors que, étant donnée une base (eq, e;) du plan II, la famille B = (eq, e, ) forme une base
de R3; dans cette base, on a

Ce qui montre que I’endomorphisme w est diagonalisable. On observera que
R? = 1@ A = Vect(cy, cy) @ Vect(e),

et que
i) pourtout x € II, u(x) = x = 1.x,
ii) pourtout x € A, u(x) =0 = 0.x.

On dit dans ce cas qu’il existe deux directions globalement invariantes et que u admet pour
valeurs propres 1 et 0. Nous montrerons que tout endomorphisme de R? admettant deux valeurs
propres disctinctes est diagonalisable.

5.3.5. Exemple.— Soit ry la rotation de R? d’angle @ et de centre 1’origine. La matrice de 7
dans la base canonique est

[rolcan = {

Si @ # km, alors il n’existe pas de direction globalement invariante et ry ne posseéde pas de
valeurs propres. Dans ce cas, il est impossible de trouver une base de diagonalisation, ainsi
I’endomorphisme ry n’est pas diagonalisable.

cosf) —sind }

sinf cos0

§4 Marches sur un graphe et diagonalisation

5.4.1. Graphes orientés.— Un graphe (orienté fini) G est la donnée d’un ensemble fini de
sommets S, d’un ensemble fini d’arcs A, de deux applications

s:A—S, t:A—S

appelées respectivement source et but. Un arc de source p et de but g est noté graphiquement de
la fagon suivante
p—>q.

5.4.2. Matrices d’adjacence.— Soit G un graphe a n sommets. On suppose que les sommets
sont numérotés de 1 a n. On associe au graphe G, une matrice G de M,,(R) telle que G; est le
nombre d’arcs de source j et de but ¢ dans G. Cette matrice est appelée la matrice d’adjacence
du graphe G.

Par exemple, la matrice du graphe suivant

O

l1—2

N

3
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Lyon\z; /aris

eneve

FIGURE 5.3 — Liaisons féroviaires entre trois villes

est la matrice

I
oS O O
[ QS —
O N =

5.4.3 Proposition. — Soient G la matrice associée a un graphe G et k un entier naturel. Le
nombre de chemins de longueur £ du sommet j au sommet ¢ dans le graphe G est donnée
par le coefficient (GF)%.

Preuve. On obtient ce résultat par récurrence sur la longueur du nombre de chemins. Le nombre
de chemins de longueur 2 de j a ¢ est
n
L i
> GG
=1

car Gé. est le nombre de chemins de longueur 1 de j a [ et G} est le nombre de chemins de
longueur 1 de [ a ¢. Cette somme correspond au coefficient (G2)§

On suppose que, pour tous ¢, 7, (Gk‘1)§- est le nombre de chemins de longueur £ — 1 entre
1 et j. Alors

n

(@h); = 3 (GF )G

=1

O

5.4.4. Exemple.— Un conducteur de train réalise chaque jour un trajet reliant ’'une des trois
villes de la figure 5.3. Chaque jour, il ne peut faire qu'un des trajets indiqués. En deux jours, il
ne pourra donc faire que les quatre trajets suivants au départ de Lyon :

Lyon — Paris — Geneve

Lyon — Geneve — Paris
Lyon — Geneve — Lyon
Lyon — Paris — Lyon

Les itinéraires possibles forment les chemins d’un graphe dont les sommets sont les villes. La
matrice de ce graphe est

011
G=|101
1 10
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Pour calculer le nombre d’itinéraires possibles en k& jours d’une ville a une autre, on calcule les
coefficients de la matrice G*. La matrice G est diagonalisable. On montre en effet

-1 0 0
D=| 0 -1 0| =P 'GP,
0 0 2
avec
-1 -1 1 -1 -1 2
P=| 0 1 1 et Pl=-| -1 2 -1
1 0 1 311 11

Comme G = PDP!,ona
G = PDP'PDP!...PDP !,

soit
GF = PD*P.
Donc
(=) 0 0
G'=P 0 (-DF o |PL
0 0 2k
Soit
111 2 -1 -1
2k _1k
G’f:E 111 +(3) -1 2 -1
111 -1 -1 2
En particulier,
2 1 1 2 3 3 6 5 5
Gi=|121|, G*=|323]|, G'=|56 5
11 2 3 3 2 55 6

55 Exercices

5.5.1 Exercice.— Soit IT le plan de R® d’équation z+3y+52z = 0 et soit A la droite d’équation
3z = 5y = 15z. Notons 7 la projection de R? sur le plan IT parallelement a la droite A.

1. Ecrire la matrice de I’endomorphisme 7 dans la base canonique de R®.
2. Sans calcul, trouver une base de R? dans laquelle la matrice de 7 est la plus simple possible,
i.e., ayant le plus grand nombre de coefficients nuls.

5.5.2 Exercice.— Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie et  un endomorphisme
de E vérifiant v? = Id.
1. Montrer que

E =Ker(u —Idg) @ Ker(u + Idg).

2. Montrer que si u # Idg et u # —Idg, alors il existe une base de E dans laquelle I’endomor-
phisme u est représenté par la matrice
1, O
0 -1, |’

ou 1, et 1, désignent les matrices identités de M,,(C) at M, (C) respectivement.
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5.5.3 Exercice.— On considere les deux matrices de M, (K)

1 1 1 a b b
I— 1 7 A b a

. 1 . b

1 1 1 b b a

1. Bcrire A comme combinaison linéaire de T et 1,,.
2. Calculer les matrices I¥ et A*, pour tout entier naturel k.

5.5.4 Exercice.— SoitA— | 2 Y eap=| ! 2
e (J o — (6] = 2 3 c = 1 1 .

1. Montrer que la matrice P~ AP est de la forme

A0
p-| ;0.
2. Combien y a-t-il de chemins de longueur 2, 3 et 4 dans le graphe ci-dessous ?

20
(/p\_/&

Comparer les résultats avec A% A3, A? que I’on calculera a I’aide de la matrice D.
4. Déterminer, pour tout entier & > 1, le nombre de chemins de longueur k£ dans le graphe
suivant

w

5.5.5 Exercice.— Ecrire les matrices d’adjacence des graphes suivants

| 1
n-1 /\\2
: 3
3 2 ..
6 4

5



