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VI Congruences

VI.1 Les matrices symétriques réelles

VI.1.1 Théorème de Sylvester

Théorème. Soit A P Snp�q. Il existe p, q P � tels que p`q ď n et une matrice

P P GLnp�q telle que tPAP “

¨
˚̊
˚̋

Ip

0 ´Iq

0

˛
‹‹‹‚. De plus

p “ max
Fď�n

@0‰xPF, txAxą0

tdimF u, q “ max
Fď�n

@0‰xPF, txAxă0

tdimF u, p ` q “ rgA .

VI.1.2 Pseudo-réduction simultanée des matrices symétriques

Théorème. Soient A,B P Snp�q. Si A est définie positive, alors il existe
P P GLnp�q et D diagonale telles que

tPAP “ In,
tPBP “ D .

Démo. Soit Q telle que tQAQ “ In. La matrice tQBQ est encore symétrique.
Donc il existe O P Onp�q telle que tOtQBQO est diagonale. La matrice P “ QO

convient.
Exemple. Soient λ1, ...,λn les racines de détpB ´ λAq “ 0. Soit pv1, ..., vnq une

base de �n orthonormée pour px, yqA :“ txAy telle que @i, Bvi “ λiAvi. Alors
P “ pv1|...|vnq convient.

Exercice. Si A “
´

2 ´1
´1 2

¯
, B “

´
0 1
1 0

¯
, trouver P,D.

Réponse. P “
˜ 1?

2

1?
6

1?
2

´ 1?
6

¸
, D “

ˆ
1 0

0 ´1
3

˙
conviennent.

VI.2 Les matrices symétriques complexes

Théorème. Soit A P Mnp�q telle que tA “ A. Alors il existe P P GLnp�q
telle que

tPAP “
¨
˝ Ir 0

0 0

˛
‚

de plus, r “ rangA.
Démo. Exercice.
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VI.3 Les matrices antisymétriques

VI.3.1 le rang

Soit K “ �,�,� ou �{p�, p premier.
Théorème. Soit A P AnpKq. Alors il existe P P GLnpKq telle que

tPAP “

¨
˚̊
˚̋

´
0 1

´1 0

¯

...´
0 1

´1 0

¯

0

˛
‹‹‹‚

avec r blocs
´

0 1
´1 0

¯
où 2r “ rgA.

Démo. Si n “ 2. On a

@m ‰ 0,

ˆ
1
m
0

0 1

˙ ´
0 m

´m 0

¯ ˆ
1
m
0

0 1

˙
“

´
0 1

´1 0

¯
.

Exemple. tP
´

0 In´In 0

¯
P “

¨
˚̋

´
0 1

´1 0

¯

...´
0 1

´1 0

¯

˛
‹‚

où P “ pδi,2j´1 ` δi,2pj´nqq1ďi,jď2n P O2np�q.

VI.3.2 Pfaffien

Définition. Soit A P A2npKq une matrice antisymétrique. Si A est inversible,
il existe P P GL2npKq telle que

tPAP “ J :“
¨
˝ 0 In

´In 0

˛
‚

et on pose PfpAq “ détpP´1q. Sinon, on pose PfpAq “ 0.
Proposition. C’est bien défini !
Démo. Nous le montrerons dans le cas réel seulement. Voir plus loin.
Exercices.

1) pPf Aq2 “ détA.
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2) Pf

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 a12 a13 a14

´a12 0 a23 a24

´a13 ´a23 0 a34

´a14 ´a24 ´a34 0

˛
‹‹‹‹‹‹‚

“ a12a34 ´ a13a24 ` a23a34.

Indication. Si a12 ‰ 0, soit P “

¨
˚̋
1 0 a23

a12
a24
a12

0 1´a13
a12

´a14
a12

0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‚.

3) @P P GLnp�q, @A P Anp�q, PfptPAP q “ détP Pf A.
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