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VI Congruences

VI.1 Les matrices symétriques réelles

VI.1.1 Théoréme de Sylvester

Théoréme. Soit A € .7, (R). Il existe p, ¢ € N tels que p+¢ < n et une matrice

]p
P e GL,(R) telle que *PAP = | 0| -1, . De plus
0
p = max {dim F}, q = max {dim F'}, p+q=1gA .
VostweF, tx Aw>0 VosaeF, ty Az<0

VI.1.2 Pseudo-réduction simultanée des matrices symétriques

Théoréme. Soient A, B € .7,(R). Si A est définie positive, alors il existe
P e GL,(R) et D diagonale telles que

'PAP=1,,"PBP =D .

Démo. Soit @Q telle que '‘QAQ = I,,. La matrice ‘Q BQ est encore symétrique.
Donc il existe O € O,(R) telle que *O'QBQO est diagonale. La matrice P = QO
convient.

Ezemple. Soient Ay, ..., A\, les racines de dét(B — AA) = 0. Soit (vy, ..., v,) une
base de R™ orthonormée pour (z,y)4 := ‘zAy telle que Vi, Bv; = \;Av;. Alors
P = (vy|...|v,) convient.

Ezercice. St A = <_21 _21) , B = (?é), trouver P, D.
E) , D= (é %) conviennent.

Réponse. P = (
6

Sk

VI.2 Les matrices symétriques complexes

Théoréme. Soit A € #,(C) telle que *A = A. Alors il existe P € GL,(C)
telle que

'PAP =

de plus, r = rangA.
Démo. Exercice.
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VI.3 Les matrices antisymétriques

VI.3.1 le rang

Soit K = Q, R, C ou Z/pZ, p premier.
Théoréme. Soit A € «7,(K). Alors il existe P € GL, (K) telle que

)

'PAP =

avec 1 blocs (_01 (1)) ou 2r = rgA.
Démo. Sin=2.0n a

Vm#O,(

=hl

) () (34) - (54)

. (%10)
Ezxemple. ' P (ﬁ) P = ( 0 1)
—-10

ou P = (5i,2j—1 + 5i,2(j_n))1<ivj<2” € OQn(R)

VI1.3.2 Pfaffien

Définition. Soit A € 2%, (K) une matrice antisymétrique. Si A est inversible,
il existe P € GLy,(K) telle que

'PAP = J :=
-1, 0

et on pose Pf(A) = dét(P~1'). Sinon, on pose Pf(A) = 0.
Proposition. C’est bien défini!
Démo. Nous le montrerons dans le cas réel seulement. Voir plus loin.

FEzercices.

1) (PfA)? = détA.
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0 a1z (13 Qg

—a12 0 23 24
2) Pf = (12034 — Q13024 + A23034.
—ai3 —as 0 az

—ayy —ayy —az 0
ass  azs

o : . 01 —ts “Ha
Indication. St a1 # 0, soit P = 00 g
00 O 1

3) YPeGL,(R), "A e #,(R), Pf(!PAP) = détP Pf A.
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