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IV Matrices orthogonales

Soit pE, x¨, ¨yq un espace euclidien. Soit f P L pEq.
Définition. Sont équivalentes.

i) @x P E, ||fpxq|| “ ||x||.
ii) f envoie toute base orthonormale sur une base orthonormale.

iii) f envoie une base orthonormale sur une base orthonormale.

On dit que f est une transformation orthogonale si une de ces assertions est
vraie.

Notation. OpEq “ l’ensemble des transformations orthogonales de E.
Exercices.

1) OpEq ď GLpEq est un sous-groupe.

2) Si f P L pEq, alors f P OpEq ô rf sB P Onp�q pour toute base orthonormale
B de E.

Définition. Soit M P Mp�q. Sont équivalentes

i) tMM “ In « colonnes orthogonales ».

ii) M tM “ In « lignes orthogonales ».

iii) M inversible et M´1 “ tM .

Si une de ces conditions est vérifiée, on dit que la matrice M est orthogonale.
Remarques. i) ô « les colonnes de M forment une base orthonormale de �n »
ii) ô « les lignes de M forment une base orthonormale de �n »
Une matrice de rotation est une matrice orthogonale de déterminant 1.
Notations. Onp�q, SOnp�q.
Exercices.

1) @M “ ´tM P Mnp�q, pI ´ MqpI ` Mq´1 P SOnp�q.
2) SOnp�q ď Onp�q ď GLnp�q.
3) Si M P Onp�q, détM “ ˘1.

Exemples. Les matrices de permutations, In ´2vtv pour tout vecteur colonne v

de norme 1 pour le produit scalaire usuel, ´ 1
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IV.1 Symétries orthogonales

Définition. Soit F ď E. La symétrie orthogonale par rapport à F est l’appli-
cation linéaire sF : E Ñ E, @x P F, @y P FK, x ` y ÞÑ x ´ y.

Si F est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale. C’-à-d :
@x P F, sF pxq “ x, @y P FK, sF pyq “ ´y.

Exercices.

1) Soit s P L pEq. Alors s est une symétrie orthogonale ô s “ IdE et kerps ´
1qK kerps ` 1q.

2) Soit F ď E. On a sF “ 2pF ´ IdE “ IdE ´ 2pFK .

3) Soit v P Mn1p�q un vecteur colonne de norme 1 (pour le produit scalaire
usuel. Montrer que In ´ 2vtv est une réflexion orthogonale. Par rapport à quel
sous-espace ?

4) Soit S P Mnp�q. Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour
le produit scalaire usuel de �n) ô S2 “ In et tS “ S.

Proposition. Une matrice de symétrie orthogonale est orthogonale. De plus,
les réflexions orthogonales engendrent Onp�q.

IV.2 Dimension 2

Proposition. SO2p�q “ tRα “
¨
˝ cosα ´ sinα

sinα cosα

˛
‚: α P �u, O2p�qzSO2p�q “

tSα “
¨
˝ cosα sinα

sinα ´ cosα

˛
‚ : α P �u.

Remarques. Rα est la rotation d’angle α, Sα est la symétrie orthogonale par
rapport à la droite « qui fait un angle α

2
avec l’axe des abscisses ».

Exercices.

1) @α, β, S2
α “ I2, RαRβ “ Rα`β, SαSβ “ Rα´β, SαRβ “ Sα´β, RαSβ “ Sα`β.

2) Rα “ expα

¨
˝ 0 ´1

1 0

˛
‚.
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IV.3 Dimension 3

IV.3.1 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mixte)

1) @x, y, z, x1, y1, z1 P �,
ˆx
y
z

˙
^

˜
x1
y1
z1

¸
:“

˜
yz1 ´ zy1
zx1 ´ xz1
xy1 ´ yx1

¸
P �3

2) @x, y, z, x1, y1, z1, x2, y2, z2 P �,
” ˆx

y
z

˙
,

˜
x1
y1
z1

¸
,

˜
x2
y2
z2

¸ ı
:“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
x x1 x2
y y1 y2
z z1 z2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ P �.

Propriétés.

i) �
3 ˆ�3 Ñ �

3, pu, vq ÞÑ u ^ v est bilinéaire alternée.

ii) @u, v, w P �3, ru, v, ws “ pu ^ vq ¨ w †

iii) @u, v, w P �3, u ^ pv ^ wq “ pu ¨ wqv ´ pu ¨ vqw.

iv) @u, v P �3, ||u ^ v||2 “ ||u||2||v||2 sin2 α où α P r0, πs, pu ¨ vq “ ||u||||v|| cosα.

v) (Jacobi) @u, v, w, u ^ pv ^ wq ` v ^ pw ^ uq ` w ^ pu ^ vq “ 0.

Remarque. ÝÑx ^ ÝÑy K ÝÑx ,ÝÑy .

IV.3.2 Formule de Rodrigues

Si ÝÑx “ tpx1, x2, x3q P �3, on pose ΛÝÑx :“
˜

0 ´x3 x2
x3 0 ´x1´x2 x1 0

¸
P A3p�q ‡. Soit

ÝÑ
k P �3 un vecteur de norme 1.

— La matrice de la rotation d’axe ÝÑ
k et d’angle θ P � est RÝÑ

k ,θ
“ I3 `

sin θΛÝÑ
k

` p1 ´ cos θqΛ2ÝÑ
k

.
— Comme application linéaire, on a :

@ÝÑv P �3, RÝÑ
k ,θ

pÝÑv q “ cos θ ÝÑv ` sin θ
ÝÑ
k ^ ÝÑv ` p1 ´ cos θqpÝÑ

k ¨ ÝÑv q ÝÑ
k .

Exemples. RÝÑe1 ,θ “ R1,θ “

¨
˚̊
˚̋

1 0 0

0 cos θ ´ sin θ

0 sin θ cos θ

˛
‹‹‹‚, RÝÑe3 ,θ “ R3,θ “

¨
˚̊
˚̋

cos θ ´ sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

˛
‹‹‹‚.

Exercice. R “ exppθΛÝÑ
k

q.
†. Pour le produit scalaire usuel de �3.
‡. C’est la matrice de ÝÑv ÞÑ ÝÑx ^ ÝÑv .
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