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I1.3 Formes quadratiques (définies) positives

Soit ¢ : E'— R une forme quadratique. On dit que ¢ est positive (respective-
ment définie positive) si "z € E, q(z) = 0 (respectivement, Y0 # z € E, q(x) > 0).

On dit que q est négative (respectivement définie négative) si "z € E, q(x) <0
(respectivement, "0 # x € E, q(z) < 0).

FEzercice. Si q est de signature (r,s), alors r est la dimension maximale d'un
sous-espace F' < E tel que ¢|r est définie positive.

Remarque. g définie positive < B, produit scalaire.

III Espaces euclidiens

Définitions.

— Un espace préhilbertien est un couple (E, (-, -)) ou E est un R—espace vec-
toriel et (-, ) un produit scalaire sur FE.

— Un espace euclidien est un couple (E,{-,-)) ou E est un R—espace vectoriel
de dimension finie et (-,-) un produit scalaire sur E.

Ezxemple. R™ avec le produit scalaire usuel.

III.1 Bases orthogonales
Soit (F,{:,-)) un espace euclidien.
Définitions.
a) On dit que z,y € E sont orthogonauz si {z,y) = 0.
b) Une base orthogonale de E est une base (e, ..., €,) telle que ¥i # j, {e;,e;)» = 0.
c) Une base orthonormale ou orthonormée de E est une base (eq, ..., €,) telle que
Vi # g, {ei ey =0, 71, {ej, e = 1.
Théoréme. Si E est un espace euclidien, alors E admet une base orthogonale.

En particulier £ admet une base orthonormale.

Exercices.

1) (Théoréme de Pythagore) Soient x,y € E. Montrer que (z,y) = 0 < ||lz+y||* =
[lz]* + [yl

2) Soit (ey, ..., €,) une famille de vecteurs non nuls de F telle que Vi # j, {e;, ;) =
0. Vérifier que les e; sont linéairement indépendants.
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3) Trouver une base orthonormale pour F = {(z,y,2) € R® : z+y+ 2z = 0} avec
le produit scalaire usuel.

I11.2 Procédé de Gram-Schmidt

Théoréme. Soit F un espace euclidien de base (e, ..., €,). Il existe une unique
base (fi, ..., fn) de E telle que
(i) "1<i<n, fi=emod{ey,...,e; 1);
(ii) la base (f1,..., fn) est orthogonale.

Démo. On définit par récurrence :

eZ?
f1_€17 Z>1 fl:ez_zsfkéllii
Remarques. En particulier, la base (‘ I AT T II) est orthonormale.

Ezercices.

a) Siej,...,e,) est une base orthonormale de F, alors Yo =xie1 + ...+ Tnen, Y =
yre1 + ... + ynen € B, (x,y) = 191 + ... + TpYn.

b) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la base (e, e1, e, €3, e4) = (1, X, X2, X3, X?)
de R[X]<4 avec le produit scalaire <f, g = Sil %dt = {5 f(cosx)g(cos x)dx.

fomeo =1 fy = e - Sy, = xo?**“l = X, fo = e2 = (RN -
(e, fo) 9 Jocos®adx v, ( cos®xda 2 1 _ o Les,f2) lesf1) ¢
{fo, f()>f = X" - SZ cos? ﬁda:XQ ’ §o da =X fd €3 {f2, f2>f (fr, f1>f
{es,fo) - 3 {0 cos® z(cos T——)d;r 2 1y S cos? zdx S cosS zdx 3
{fo,fo) ]l X ’ §o ( COSQ‘L**)Z(I‘L (X 2) SO cos? zdx ’ ‘o 1=X

COS I COSsxféCOSJf XL
QX, fi= 64_<€47fs>f3_<€4,fz> f2_<€4 f1>f1 <f‘47fo>f — X4_ 5o 1 )d (Xd—

1 Foufa)? 3 ()2 iy (foofo) o (cos® o3 cos x)2dt
3 ™ cos* z(cos? z— 1) dx 2 1 {7 cos? z cos zdx §o cos® adx 4 2
ZX) - S:)r(cos2 17%)2(2 (X o 5) - Sg cos? xdx X — YO I=X"— X"+ g
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