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2) Soit O = 0 | €Os(R). Alors rang O — I, = 3 et
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3 réflexions orthogonales

3) Soit A € #,(R) antisymétrique. Alors [,, + A est inversible et (I, — A)(1,, +
A)~ 1 e SO, (R).

V Réduction des endomorphismes autoadjoints

V.1 Matrices symétriques

V.1.1 Reéduction

Théoréme. Soit A € .7,(R). Alors il existe P € O,(R) et D diagonale telles
que A = PD'P.

Lemme. A posséde une valeur propre réelle.

Démo. Par récurrence sur n = 0.

Exemples.
1 1 1
1 SR 3
a) 111 |=PD'PouP=|5"wn v |.D= 0 |.
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n+1)1<i,j<n

1
b) Soit C' = \\ e %, (R). Alors C = PD'P ot P = (sin I~

T
2 cos — ]

et D =

nim
2 cos o1
En effet, Y, sin(n + 1)z = 2" sin ax ¢ (cos ).
FEzercices.
1. Si A # p, alors ker(A — \) L ker(A — p).

2. Montrer que la matrice symétrique (1 _21) n’est pas diagonalisable sur C.

V.1.2 Signature.

Définition. Soit A € .7,(R). Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de A. On
note sign(A) = (p, q) la signature de A ou

p=H{l1<i<n: \ >0}

g={1<i<n:XN<0};

c’est la signature de A.
Ezercices.

1) p+q=rang(A).
2) sign (é?) = (2,0), sign <68) = (1,0), sign (?é) =(1,1) .

V.1.3 Min-max.

Théoréme. Soit A € .7,(R). Soient A\; < ... < A, les valeurs propres de A.
Alors

A, = min max'‘zAr = max min ‘zAx .
F<y(R) zeF F<Mp,(R) x€F
dim F=k  ||z||=1 dim F=n—k+1 ||z||=1
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Ezercices.

1) Avec les notations du théoréme, vérifier que si A, B € .7,(R), alors A\;(A4) +
M(B) < M(A+ B) < \(A+ B) < \(A) + \u(B).

2) Démontrer le critére de Sylvester avec les mineurs principaux a I’aide du théo-
réme ci-dessus.
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V.2 Adjoint d’'un endomorphisme

Théoréme de Riesz. Soit £ un espace euclidien. "\ € E* 2y, € E, A =
{xx, ). Démo. L’application E — E* x — (z,-) est injective donc bijective car
dim F = dim E*.

Définitions. Soit E un espace euclidien. Si f € Z(FE), on pose f* € Z(F) tel
que :

Y,y e B, {f(x),y) =z, f*(y)) -

On dit que f est autoadjoint si f* = f, orthogonal si f* = f~1, normal si

fre=rer.
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