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CORRIGE.

Exercice 1

Donner la définition d’un espace affine et donner un exemple. Un espace affine
réel est un couple (&, F) ou & est un ensemble, F un R—espace vectoriels tels

qu’il existe une application :
ExE—E&, (r,u)—x+u
qui vérifie :
(i) Vee&, Yu,ve E, (x+u)+v=x+ (u+v).
(ii) Veed&, z+0=rx.
(i) Ve,ye & IlueE, z+u=y.

Notation si z+u = y, on note u = Ty. Exemple. & = R™ = E avec 'application
R" x R* - R", (z,u) — = + u, addition usuelle de R".

23 6
Exercice 2 Soit la matrice réelle R = % (g —26 23).

a) Montrer que R est une matrice de rotation. Déterminer son axe et son angle.

Les colonnes sont de norme 1 car :
22 +3°+6°

72 !

et deux a deux orthogonales car :

23+3.(=6)+62=236—62+2(—3)=26+32+6.(—3) = 0.

Donc R est une matrice orthogonale.

De plus,

, 1
AétR = —5(2.(~6).(~3) +3.2.6 +6.2.3 — 6.(~6).6 — 2.2.2+3.3.3) = L
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Donc R est une matrice de rotation.

Pour déterminer I’axe ker(R — I3), on résout :

T 2[L‘1 +3$2 +61’3=7[L‘1
Tr = (x2>E]R,3, Rr =2 < 3$1—6$2+2I3:7$2

T3 621 + 2209 — 3x3="Tx3
—5ZE1 + 3ZL‘2 + 61‘3 =0
<= 3.131 — 13LL’2 + 21133 =0
6x1 + 229 — 1023 =0
—5x1 + 319 + 623=0
= —56x9 + 2823 =03Ly + 519
28%2 + 14563 =0 6[/1 + 5L3
—5ZL’1 + 31‘2 + 61‘3 =0
=~ { —21’2 + I3 =0
T1 = =3, Ty = —.
1 9 3y 42 9
3
Donc l'axe de R est la droite R (%) .
De plus si § est 'angle de la rotation, TrR = 1 4 2cosf = 2022 = —1 =
cosf) = —1 = 6 = 7w mod 27. Donc R est une rotation d’angle .

10 0
b) Déterminer P une matrice orthogonale telle que : R = P (8 _O 1 01> Pt

On a déja trouvé ker R — I3. Reste a déterminer ker R + 3.
T
Soit x = (x2> On résout

€3

3xr; — 6xo + 203 = —"T19

211 + 329 + 623 = —T1
Rr=—-—1<
61’1 + 21’2 — 31’3 = —7133

3x1 + 19 + 223 =0

921 4+ 329 + 623=0
=
6[E1 + 2%2 +4[L’3=0

<311+ 29+ 203 =0< 19 = —311 — 223.

1 0 1 0
Donc ker R + I3 = {x; (—03> + x3 <%> s r,z3€ R} =R (—()3) +R (%)
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; 3
Posons donc v; = —ot— = % , Vg =

SI EAT
e

VL A Uy = 27 . Alors la matrice P = (v1]va|vs) est orthogonale, Rv, =

1
2v/35

vy, Ruy = —vy et vg € v = ker(R — I3)* = ker(R + I3) = Rvz = —us.
3

1 2
10 0 Vi1 V10 V35
Donc R = P 8—01 O1 P! avec P = ﬁ \;Tio \/% orthogonale (de dé-
- 2 L7
i 0 3

terminant 1).

Exercice 3

Soit E = R<o[X] l'espace des polynomes réels de degrés < 2. Pour tous P, Q €
E, on pose

(P,Q) = Jo P(x)Q(z)dx .

a) Montrer que (E,{:,-)) est un espace euclidien. Quelle est sa dimension ?

L’application F' x E — R (P, Q) — (P, Q) est un produit scalaire. En effet,
c’est clairement bilnéaire et si P # 0, alors (P, P) = Sé P?(x)dx > 0 car P est
positive, continue et non nulle sur [0, 1]. Comme FE est de dimension 3 (car
(1, X, X?) est une base de F), E est de demension finie. C’est donc un espace

euclidien pour (-, -).

b) Montrer que 'application linéaire
E— E, P(X)— P(1—X)

est un endomorphisme autoadjoint pour le produit scalaire (-, -).

Posons 7' : P(X) — P(1 — X). C’est bien une application linéaire de F dans
E (le degré ne change pas!). Soient P, () € E, alors on a :

(T(P),Q) = L P(1—2)Q(x)dx

= fol P(z)Q(1 — z)dx
3 /[
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en faisant le changement de variables z — 1 — x,

= (P, T(Q)).
Donc T* =T et T est auto-adjoint.

c) Soit F le sous-espace de F engendré par les polynomes X, X2. Déterminer une
base orthonormée de F'.

On applique le procédé de Gram-Schmidt a la base (X, X?) de F. Soit v; = X.
Soit

X2, X)
_ X2 o < )
" X, X)
_ Sé x3dx
Sé x2dx
= X?— §)(
4

La base (v1,v2) est orthogonale. On obtient une base orthonormale en « nor-
malisant » : soient

v = i
Ll
B X
Sé 2dx
= v/3X,
/ U2
v —
2 o]
X2 -3X

Or,
1 1
3 3 . 9
f (2% — Sx)%dx = J (z* — 22 + —2%)dw
0 4 0 2 16
133
5 8 16
1
- 80
donc ] 5
vh = —=(X? - °X)

La base (v}, v}) de F' est orthonormale.
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d) Montrer que le polynéme P = —%X 2 44X est le projeté orthogonal du
polynéme constant 1 sur le sous-espace F', pour le produit scalaire ¢, -).

Justifier sa réponse. 11 suffit de vérifier que 1 — P e F*. Or,

1 10 1 ) 1
<1—P,X>—f acdx%—gf $3d17—4f rdw
0 0

0
1 101 1
e
5 T 313
1.5 4
2 6 3
—0

ot 1 10 (! 1
<1P,X2>—f xdeJrgf x4dx4f 3dx
0 0

0

— 4.

W =
+
[S—
w| 5
= =

-1

W =
O .
= WIN ) =

Donc 1 — P € F* et P est bien le projeté orthogonal de 1 sur F.

e) Déterminer

1
inf f (1 + ax + br?)?dx.

a,beR 0
On a:
1 1
inf f (1+ ax + ba?)*dx = inf J (1 —ax — ba?*)*dx
0 0

a,beR a,beR
= inf [|1 —aX — bX?|]?,
a,beR
si on note VP € E, ||P||? = (P, P),
= inf [|[1 — PJ|?
PeF

=d(1, F)?
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avec les notations du cours,

= [[1=prDII*,
ot pr(1) est le projeté orthogonal de 1 sur F' (d’apreés le cours),

10
= |1 —4X + §X2||2,

d’apreés la question précédente,

! 10
= f (1 -4z + —2%)dx
0 3

! ! 100 (* ! 20 (! 80 (*
—f dx+16f 22dr + — x4dx—8f xdr + — | 2%de — — | 2%dx
0 9 0 3 3

0 0 0 0

B 3 9 9 3

Exercice 4

Soit £ = %2(11%)
Pour tous A, B € E, on note (A, By = Tr(*AB).

a) Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.
L application (-, -) est clairment bilinéaire. Si A, B € E, alors (B, A) = Tr'BA =
Tr!(*BA) = Tr' AB = (A, B). Donc c’est symétrique.
Si0#A= (?Z), alors :

2. 12
<A,A>:Tr<zccl) <‘(,L2> :Tr(a +b c2+.d2) —?+ 0+ +d*>0

car a,b,c,d € R. Donc on a bien un produit scalaire.

b) Soit . < E le sous-espace des matrices symétriques réelles. Dans E, déter-
miner une base de I'orthogonal .#* pour ce produit scalaire. Comme .7 est

engendré par les matrices

(10 (00 (01
r=100)Y=\01)=*=\10)>
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on a

A= (CCLZ) e o
(x,A) =(y,A) =<2,4)=0

<:>Tr<(1)8> (ﬁS) p— Tr(g(l)) (ﬁS) —d=0, Tr(%> (‘;3) —bie=0
A= (_Obg) :b<_01(1)>.

Donc la matrice (_01 (1)> est une base de ..



