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Exercice 1 Soient E1,E2,E3 trois �-espaces affines.

a) Donner la définition d’une transformation affine T : E1 Ñ E2.

Soient E1, E2 les espaces vectoriels associés à E1,E2. On dit que T est une
transformation affine s’il existe une application linéaire ÝÑ

T : E1 Ñ E2 telle que

@M,N P E1, T pNq “ T pMq ` ÝÑ
T pÝÝÑ

MNq.

b) Montrer que si T : E1 Ñ E2 et S : E2 Ñ E3 sont des transformations affines,
alors l’application S ˝ T : E1 Ñ E3 est aussi une transformation affine.

Soient E1, E2, E3 les espaces vectoriels associés à E1,E2,E3. Soient ÝÑ
S : E2 Ñ

E3,
ÝÑ
T : E1 Ñ E2 les applications linéaires associés à S, T . Alors :

@M,N P E1, S ˝ T pNq “ SpT pNqq “ SpT pMq ` ÝÑ
T pÝÝÑ

MNqq

“ SpT pMqq ` ÝÑ
S pÝÑ

T pÝÝÑ
MNqq

“ S ˝ T pMq ` ÝÑ
S ˝ ÝÑ

T pÝÝÑ
MNq

or, ÝÑ
S ˝ ÝÑ

T : E1 Ñ E3 est linéaire comme composée d’app lications linéaires.
Donc S˝T : E1 Ñ E3 est affine avec comme application linéaire : ÝÝÝÑ

S ˝ T “ ÝÑ
S ˝ÝÑ

T .

Exercice 2 Soit E “ �rXsď3 l’espace des polynômes réels de degré ď 3. Pour
tout pP,Qq P E2, on note

xP,Qy “
ż 1

´1

P pxqQpxq dx.

a) Montrer que pE, x¨, ¨yq est euclidien.
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Le �´espace vectoriel E est de dimension finie 4. L’application x¨, ¨y : EˆE Ñ
� est clairement bilinéiare symétrique. De plus, si P P E, alors

xP, P y “
ż 1

´1

P 2 ě 0

car @ ´ 1 ď x ď 1, P 2pxq ě 0. Comme x ÞÑ P 2pxq est continue sur r´1, 1s,ş1
´1

P 2 “ 0 ñ P 2 “ 0 sur r´1, 1s ñ P “ 0. D’où :

@0 ‰ P P E, xP, P y “
ż 1

´1

P 2 ą 0

et x¨, ¨y est bien un produit scalaire sur E ˆ E. Donc pE, x¨, ¨yq est un espace
euclidien.

b) Montrer que l’endomorphisme T : E Ñ E qui, à tout P P E, associe

T pP q “ pp1 ´ X2qP 1q1

est autoadjoint. On pourra raisonner à l’aide d’intégrations par partie.
Remarque. Pour tout P P E, deg T pP q “ degpp1´X2qP 1q1 ď degp1´X2qP 1 ´
1 “ 2 ` degP 1 ´ 1 “ 1 ` degP 1 ď degP . Donc T pP q P E.
L’application T est linéaire. Soient P,Q P E. On a :

xT pP q, Qy “
ż 1

´1

pp1 ´ X2qP 1q1Q

On intègre par parties en posant u1 “ pp1 ´ x2qP 1pxqq1, vpxq “ Qpxq et u “
p1 ´ x2qP 1pxq, v1pxq “ Q1pxq. Donc

xT pP q, Qy “ rp1 ´ x2qP 1pxqQpxqs1´1 ´
ż 1

´1

p1 ´ x2qP 1pxqQ1pxqdx

´
ż 1

´1

p1 ´ x2qP 1pxqQ1pxq

(car 1 ´ x2 s’annule en ´1, 1). Donc

xT pP q, Qy “ ´
ż 1

´1

p1 ´ x2qP 1pxqQ1pxqdx “ ´
ż 1

´1

p1 ´ x2qQ1pxqP 1pxqdx

“ xT pQq, P y “ xP, T pQqy.
C’est vrai pour tous P,Q P E Donc T ˚ “ T .
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c) Soient P0 “ 1, P1 “ X, P2 “ 3X2 ´ 1 et P3 “ 5X3 ´ 3X. Déterminer la
matrice de T dans la base pP0, P1, P2, P3q.

T pP0q “ T p1q “ 0,

T pP1q “ T pXq “ p1 ´ X2q1 “ ´2X “ ´2P1,

T pP2q “ T p3X2 ´ 1q “ pp1 ´ X2qp6Xqq1 “ 6 ´ 18X2 “ ´6P2,

T pP3q “ T p5X3´3Xq “ pp1´X2qp15X2´3qq1 “ 30X´60X3`6X “ 36X´60X3 “ ´12P3.

Donc T a pour matrice

¨
˝
0

´2
´6

´12

˛
‚dans la base pP0, P1, P2, P3q.

d) En déduire que la base pP0, P1, P2, P3q est orthogonale et donner une base
orthonormale de E.
Les vecteurs P0, P1, P2, P3 sont donc des vecteurs propres de T associés aux
valeurs propres (distinctes) 0,´2,´6,´12. Comme T est adjoint, ses espaces
propressont deux à deux orthogonaux. Donc P0, P1, P2, P3 sont deux à deux
orthogonaux. Donc ˜

PiaxPi, Piy

¸

0ďiď3

“
¨
˝ 1bş1

´1
12dx

,
Xbş1

´1
x2dx

,
3X2 ´ 1bş1

´1
p3x2 ´ 1q2dx

,
5X3 ´ 3Xbş1

´1
p5x3 ´ 3xq2dx

˛
‚

“
¨
˝ 1?

2
, X,

3X2 ´ 1

2
b

2
5

,
5X3 ´ 3X

2
b

2
7

˛
‚

est une base orthonormale de E.

Exercice 3 Si A,B P M2p�q, on pose pA,Bq “ TrptABq.
a) Montrer que p¨, ¨q est un produit scalaire sur M2p�q.

L’application A,B ÞÑ TrptABq est bilinéaire sur M2p�q ˆ M2p�q. De plus, si
A,B P M2p�q, alors pA,Bq “ TrptABq “ TrptBAq “ TrpAtBq “ pB,Aq donc
c’est symétrique.
Si A P M2p�q, alors

pA,Aq “ TrptAAq “
2ÿ

i“1

A2
ij ě 0
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donc pA,Aq “ 0 ñ A “ 0 car les coefficients Aij, i, j “ 1, 2, sont réels.
Donc p¨, ¨q est bien un produit scalaire sur M2p�qˆM2p�q. On notera ||M || “apM,Mq pour tout M P M2p�q.

b) On notera S2p�q l’ensemble des matrices symétriques carrées de taille 2. On
rappelle que S2p�q est de dimension 3. Déterminer une base orthonormale de
S2p�q. On applique la méthode de Gram-Schmidt à la base

e1 “
´
1 0
0 0

¯
, e2 “

´
0 0
0 1

¯
, e3 “

´
0 1
1 0

¯
.

Soient
e1
1 “ e1,

e1
2 “ e2 ´ pe2, e1

1q
pe1

1, e
1
1q
e1
1 “

´
0 0
0 1

¯
´

Tr
´ ´

1 0
0 0

¯ ´
0 0
0 1

¯ ¯

Tr
´
1 0
0 0

¯2

´
1 0
0 0

¯
“

´
1 0
0 0

¯

e1
3 “ e3 ´ pe3, e1

2q
pe1

2, e
1
2q
e1
2 ´ pe3, e1

1q
pe1

1, e
1
1q
e1
1

“
´
0 1
1 0

¯
´

Tr
´ ´

0 1
1 0

¯ ´
0 0
0 1

¯ ¯

Tr
´
0 0
0 1

¯2

´
0 0
0 1

¯
´

Tr
´ ´

0 1
1 0

¯ ´
1 0
0 0

¯ ¯

Tr
´
1 0
0 0

¯2

´
1 0
0 0

¯
“

´
0 1
1 0

¯
.

Puis on pose
@i “ 1, 2, 3, e2

i “ e1
iape1
i, e

1
iq

c-à-d
e2
1 “

´
1 0
0 0

¯
, e2

2 “
´
0 0
0 1

¯
, e2

3 “ 1?
2

´
0 1
1 0

¯
.

La famille pe2
1, e

2
2, e

2
3q est une base orthonormale de S2p�q.

c) Soit A “
´
1 2
3 4

¯
. Montrer que la matrice

ˆ
1 5

2
5
2
4

˙
est le projeté orthogonal de

A sur S2p�q.
Posons T “

ˆ
1 5

2
5
2
4

˙
. On a T P S2p�q et :

@S “
´
a b
b c

¯
P S2p�q, pA ´ T, Sq “ Tr

´
t

ˆ
0 ´1

2
1
2

0

˙ ´
a b
b c

¯ ¯

“ Tr

ˆ
b
2

c
2´a

2
´ b

2

˙
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“ 0.

Donc A ´ TKS2p�q et T est bien le projeté orthogonal de A sur S2p�q.
d) Calculer infSPS2p�q ||A ´ S||. Justifier sa réponse.

D’après le théorème de Pythagore, si S P S2p�q, alors

||A ´ S||2 “ ||pA ´ T q ` pT ´ Sq||2 “ ||A ´ T ||2 ` ||T ´ S||2

car A ´ TKT ´ S P S2p�q. Donc

inf
SPS2p�q

||A ´ S|| “ ||A ´ T ||

“
d
Trt

ˆ
0 ´1

2
1
2

0

˙ ˆ
0 ´1

2
1
2

0

˙

“
d
Tr

ˆ
1
4
0

0 1
4

˙

“ 1?
2
.

Exercice 4 a) Question de cours. Soit θ P �. Soit r : �2 Ñ �
2 une applica-

tion linéaire. Si r est la rotation d’angle θ, quelle est la matrice de r dans la
base canonique de �2 ?

On a r “
´
cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

¯
.

b) Soit R “ 1
3

˜
2 2 ´1

´1 2 2
2 ´1 2

¸
. Montrer que R est une matrice de rotation.

Les colonnes de R sont deux à deux orthogonales et de norme 1 car 1
32

p22 `
22 ` p´1q2q “ 1. Donc R P O3p�q. De plus,

détR “ 1

33
p23 ` p´1q3 ` 23 ´ p´1q22 ´ p´1q22 ´ p´1q22q

“ 1

Donc R P SO3p�q est une matrice de rotation.
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c) Déterminer l’axe de rotation et une mesure de l’angle de rotation de R. Comme
R n’est pas symétrique, l’axe de R est la droite

kerR ´ tR “ ker

˜
0 1 ´1

´1 0 1
1 ´1 0

¸

“ �
˜
1
1
1

¸
.

Posons v1 “ 1?
3

˜
1
1
1

¸
. On complète en une base orthonormale de�3 en posant :

v2 “ 1?
2

˜
1

´1
0

¸
,

v3 “ v1 ^ v2 “ 1?
6

˜
1
1
1

¸
^

˜
1

´1
0

¸
“ 1?

6

˜
1
1

´2

¸
.

On a Rv1 “ v1,

Rv2 “ 1

3
?
2

˜
2 2 ´1

´1 2 2
2 ´1 2

¸ ˜
1

´1
0

¸
“ 1?

2

˜
0

´1
1

¸

“ 1

2
v2 ´

?
3

2
v3,

Rv3 “ 1

3
?
6

˜
2 2 ´1

´1 2 2
2 ´1 2

¸ ˜
1
1

´2

¸
“ 1

3
?
6

˜
6

´3
´3

¸

“ 1?
6

˜
2

´1
´1

¸

“
?
3

2
v2 ` 1

2
v3.

Donc si

P “ pv1|v2|v3q “

¨
˚̋

1?
3

1?
2

1?
6

1?
3

´ 1?
2

1?
6

1?
3

0 ´
?
2?
3

˛
‹‚P O3p�q,
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on a :

R “ P

¨
˝
1 0 0

0 1
2

´
?
3
2

0
?
3
2

1
2

˛
‚P´1

“ P

˜
1 0 0
0 cos θ ´ sin θ
0 sin θ cos θ

¸
P´1

avec θ “ π
3
.

La rotation R a pour axe �

˜
1
1
1

¸
et pour mesure d’angle π

3
.
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