Exercice 1. Soit £ = R* muni de son produit scalaire canonique. On consideére G le sous-espace vectoriel de E formé des quadruplets (xy, x5, 23, 74)
vérifiant
1+ 29 —23=0 et x1—x9+24=0.
1. Déterminer une base orthonormée de G.

2. Déterminer la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale pg sur G.

3. Soit x = (1,1,1,1). Déterminer la distance de = a G.

Corrigé :
1. On a:
G = {(z1,29,73,24) ERY; 2o+ 23— 24 =0, 11 — 29 + 24 = 0}
= {(x1,®9, 11 + 2,72 — 1) ; 1,72 € R}
= 21(1,0,1,=1) + 25(0,1,1,1), a2y,20 €R

= Vect | (1,0,1,—1),(0,1,1,1)
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C’est claire que vy, v9 sont linéairement independent donc la famille form une base pour GG. Notons aussi que

<'l71, ’U2> =0

Donc By = (IIEII’ ”520 est une base orthonormée ou

loull = [loz]] = V3

2. Projection orthogonale Py sur G ou By = ( > est une base orthonormée pour G.

Pour tout w € R*, on a :

P(u) = (u, w)w; + (u, wr)ws
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Plus explicitement pour w = (x1, o, T3, x4) :

P(er, 2, 25, 74) — <%)2 (u, v1)v1 + (%)2 (2, 02}

1 1
= 5(2?1 + T3 — 1'4)(1,0, 1, —1) + g(l’Q +x3 + 1’4)(0, 1, 1, 1)



((x1 + 23 — 24), T2+ T3+ 24, T1 + T2 + 223, —T1 + T2 + 224)

1
3

Ainsi :
1 01 -1
110 11 1
Fel=3511 1 9 0
-1 1 0 2
3. Distance de z a G :
Soit « = (1,1,1,1).
dist(x,G) = | — Pg(x)|| \
_ 1 2
‘(12?171 1)_ (5’1’5’5)“
= |1(3.0,—3.3)|
4

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel euclidien, et soient u, v deux endomorphismes auto-adjoints de E.

1
1. Démontrer que ker(u) & Im(u) = E.

2. Démontrer que u o v est auto-adjoint si et seulement si wov = v ou.

Corrigé :
1. Montrer que ker(u) @ Im(u) = E.
Soit x € ker(u), pour tout y € Im(u) (alors 3z € E, tel que u(z) =y) on a

(z,y) = (x,u(2)) = (u(z),2) = (0,2) = 0

L, ainsi ker(u) C Im(u)*. Puisque u est auto-adjoint, on a aussi Im(u)t C ker(u) donc ker(u) = Im(u)t. E espace euclidien, on

Donc z € Im(u)
L
a donc ker(u) @ Im(u) = E.

2. uwow auto-adjoint & uov=vou

Ve,ye B, (r, (uow)(y)) = (u(x), v(y)) = (v(z),uly)) = ((vou)(x),y)
(car u* = u, v* =)
De plus, on a :

(uov)* =v'ou"=vou

Donc (u o v) est auto-adjoint < wov = v ou.



Exercice 3. Justifier que la matrice
1 -2 =2
A=1-2 1 =2
-2 =2 1

est diagonalisable, et trouver une matrice orthogonale P € O3(R) et une matrice diagonale D telles que

A=PD'P.

Corrigé : La matrice A est symétrique, donc par le théoreme spectral, A est diagonalisable via une matrice orthogonale.

1 -2 =2

A=1-2 1 =2

-2 =2 1
-2 =2 =2
Notons que Rang(A —3/)=1<3ouA—-3[=|-2 -2 -2
-2 =2 =2

Donc 3 est une valeur propre de A. Par le théoréme du rang le multiplicité géométrique de 3 est dim ker(A—37) = 2 = 3—1 = dim R® — Rang(A —31I).
De plus :

1 0
Ey=ker(A—3I)={(z,y,2) €ER®; 2 +y+2=0} = Vect 0 1
-1 -1
1 1
Notons aussi que la somme des coefficients de chaque ligne de A est égale a —3, doncona A [ 1 | = =3 | 1 |. Ainsi —3 est une valeur propre avec vecteur propr
1 1
de A.
Puisque : dimR? = 3 = dimker(A — 37) + dim ker(A + 3I), spect(A) = {3, —3}.
1 0 1
Es=Vect [vy=| 0 |, v=|1 , E_3=Vect |vs=]1
-1 -1 1
Comme (v, v9) # 0, on applique le Gram-Schmidt orthogonalisation sur (v, ve) :
u, = v
_1
wp = v — a1, 1)~ 1(1,0,-1)= [ 1
2 = V2 <u1,u1>u1_< [l ) 2( 707 )_

N[



On normalise pour obtenir une base orthonormée :

s (o] L(2) L[s
V2 \ ) ve\ ) VB,
Matrice de passage orthogonale :
1 11
V2 V6B 30 0
P=| 0 % S| et'PAP=(0 3 0
-+t 1 1 0 0 -3
V2 V6 V3B

Exercice 4. Soit u € £(FE) un endomorphisme auto-adjoint d’un espace euclidien réel F, donc u est diagonalisable. On suppose que tr(u) = 0, c’est-
a-dire que la somme de ses valeurs propres (comptées avec multiplicité) est nulle. Montrer qu’il existe un vecteur € E'\ {0} tel que (u(z),z) = 0.

Corrigé : u est diagonalisable < il existe une base de E constituée de vecteurs propres. Soit dim F = n, et (eq, ..., e,) une base orthonormale de
vecteurs propres, on a \; € R telle que u(e;) = Nie;, Vi€ {0,...,n}.

Soit :

Alors :

Puisque (e;)1<i<, orthonomée, (e;, e;) = d;;, on a :

Ainsi, il existe x # 0 tel que (u(z),z) = 0.

Exercice 5. Soit F un espace euclidien de dimension n et u,v deux vecteurs orthogonaux non-nuls de F. On définit 'endomorphisme f de E par
f(z) =z + (x,v)u.



1. Démontrer que ker(f — Id) est de dimension n — 1 et déterminer Im(f — Id). En déduire que Im(f — Id) est contenu dans ker(f — Id).
2. Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
3. Démontrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de f vaut

1 0 -+ - 0
a 1 0 :
0 0 1 )
0 0 0 1

ou « est un réel non nul.

4. I’endomorphisme f est-il auto-adjoint ?

Corrigé :
1. @ Notons que on a f(u) = u + {u,v)u = u car (u,v) = 0. Plus généralement, pour tout = € Vect(v)*,
flz) =2+ (x,v)u = x.
Donc, 1 est une valeur propre avec Vect(v)t C dim E;. De plus, f(v) = v + (v,v)u = v + ||v||?u. Puisque v # 0 et donc ||v|| # 0, on a v & E.
Ainsi By = Vect(v)*, et donc dimker(f — Id) = dim Vect(v)* =n — 1.
e On a Im(f —Id)(z) = (x,v)u, ainsi Im(f — Id) = Vect(u), de plus u € Vect(v)* = E; car (u,v) = 0. Donc, Im(f — Id) C ker(f — Id).
2. Précédemment, on a montré que {1} C Spec(f) avec 'espace propre E; = Vect(v)t. Or, E = Vect(v) & Vect(v)! et f(v) # v pour un A € R.

Ainsi Spec(f) = {1}. Puisque, 1 est la seule valeur propre de multiplicité géométrique n — 1, f n’est pas diagonalisable.

3. Considérons F' = Vect(v,u). Soit ||v|| = \/a alors la matrice de f|r dans la base (v, u) est (Cly (1)>, car

f)=v+||v|[Pu=v+au et f(u)=u.

On peut compléter u en une base orthonormée (u,ws, . .., w,_s) pour Vect(v)*. Ainsi on obtient une base orthonormée (v, u, wy, ..., w,_») pour
E = Vect(v) & Vect(v) dans laquelle la matrice de f est donc

1 0 - -+ 0

a 1 0 :

0 0 1

0 0 0 1

4. Dans une base orthonormée, f est représentée par une matrice non-symétrique donc f ne peut pas étre auto-adjoint.



