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Fiche TD n°5 ,
ESPACES VECTORIELS

Pour commencer

Exercice 1.
a) Rappeler les axiomes d’un espace vectoriel.
b) On munit R? de I’addition habituelle :
(w1, 22) + (y1,92) = (1 +y1, 72 +y2)
et de la loi externe :
R x R? — R?
()\, (.751, .TQ)) — ()\:131, 0) .

A-t-on muni ainsi R? d'une structure d’espace vectoriel sur R ? (Justifier par rapport au point a)).

Des sous-espaces vectoriels

Exercice 2.

..........

Dans les cas suivants, dessiner les sous-ensembles F' de E = R? et indiquer si F est un sous-espace
vectoriel de F :

a) F'={(x,y) €R?[ -2z + 3y = 0}, f) F={(z,y) eR* [y =0},

b) F = {(z,y) €R?| -2z + 3y = 1}, g) F={(z,y)eR?|INER 1z =3\ y =2)\},

c) F={(x,y) €R?| x>0}, h) F={(x,y)€R?|INER 12 =3\, y = 2\},
d) F={(z,y) eR?|y =2}, i) F={(z,y) eR?|2® +y* < 1},

e) F={(z,y) eR*|y=2a”et y=—a?}, J) F={(z,y) eR?|y=2a"+1ety=—2}.

Parmi les sous-ensembles de R™ suivants, lesquels forment un sous-espace vectoriel de R™?

(Ci-dessous A € M., »,(R)\{0} et b € R™\{0}).

a) {reR"z1+a2+ ...+ 2, =0}, d) {z €eR"| Az = b},
b) {z e R"| 21 + 22+ ... + x, = 1},
c) {zeRY Y jar=0et >p_ Kz, =0}, e) {zxeR'A -z=0}

Exercice 4.

Parmi les sous-ensembles des matrices suivants, lesquels forment un sous-espace vectoriel 7

(Ci-dessous, m,n € N* et B € M,(R)\{0}).



a) {A € My, (R)| A1y = 0}, e) {A € M,(R)| A% = A},

b) {A e My, n(R)| A1 > 0}, f) {A € M,(R)| A inversible},

c) {Ae M,(R)| X1, Ay =0}, g) {A € M, (R)| A pas inversible},
d) {Ae M,(R)|AT = A}, h) {Ae M,(R)|]A-B=B-A}.

Exercice 5.

On admet que E = R[X], des polynomes a coefficients réels, est un espace vectoriel. Parmi les
sous-ensembles F' ci-dessous, lequels forment un sous-espace vectoriel 7

a) F ={P eR[X] | deg(P) = 3}, e) F ={P eR[X]]| P(0) +3P'(0) = 0},
b) F = {P ¢ R[X] | deg(P) < 3},

c) F={PeR[X]|P@3) =0}

d) F={PeR[X]|P(0) =3},

f) F = {P e R[X]| P(0) =0 et P'(0) = 0},

g) F={PeRX]|IP=XX3+p3X -\, \,ueR}.

Exercice 6.

Soit E l'espace vectoriel des suites de nombres réels. Parmi les sous-ensembles de E ci-dessous,
lesquels forment des sous-espaces vectoriels ?

a) F= {(Un) ekl | Vn € N,un+2 = Up+1 — Un},
b) G ={(un) € E | Vn € N, upy2 = 2u, — 1}.

Exercice 7.

On note RI*Y le R-espace vectoriel des applications de [a,b] dans R. Rappeler les définitions de
'addition et de la multiplication externe sur RI%% et dire lesquels de ces sous-ensembles sont des
sous-espaces vectoriels de RI*? (ou de RI*!l pour le e)) :

a) C"([a,b],R) pour n € NU oc.

b) Les applications surjectives (resp. injectives) f: [a,b] — R.

c) les applications f: [a,b] — R telles que 2f(a) = f(b),

d) les applications f: [a,b] — R telles que f(a) = f(b) + 1,

e) les applications f: ]a,b[— R deux fois dérivables t.q., Vz €]a, b[, f"(z) + 22 f(x) = 0.

Exercice 8 (CC 2022).

Les ensembles suivants sont des sous-ensembles d’espaces vectoriels, comme spécifiés par les condi-
tions données. Lesquels d’entre eux sont des sous-espaces vectoriels 7
Répondre uniquement par oui ou non, sans preuve.

L {(z,y) eR*|y =z ouy = —z}

2. {Ae M2(R)|tr(4) =1}

3. {4 € M2(R) | A commute avec (é 1)}

4. { P € R[X] | deg(P
. { P e R[X] | deg(P
6. {f € C*(R) | f"(z) = f(x),Vz € R}

ot

Remarques sur la notation : tr représente la trace de la matrice, deux matrices A et B commutent
si A-B = B- A, deg est le degré du polyndme et f” la derivée seconde de la fonction f.



