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Sujet CCP du 19 mars: éléments de correction

Probléme 1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On dit qu’une famille F = (e, ..., ep)
est une famille positivement génératrice (abrégé en fpg dans la suite de l’exercice) si pour tout x € E

p
il existe A\1,...,\p € RT tels que x = Z)‘iei-

1.

4.

i=1
Une base de E peut-elle étre une fpg ¢ (On justifiera bien str la réponse donnée)
P
Soit (e1,...,ep) une fpg. On peut écrire —e; = Z)‘iei avec chaque \; > 0. Mais alors (A\; +
i=1

P
1)e; + Z Aie; = 0, et A\; +1 > 0. Par conséquent, (e1,...,e,) n’est pas libre : ce n’est donc pas
i=2
une base, et on vient de prouver qu’une base ne peut pas étre une fpg.

Soit (e1,...,e,) une base de E. Montrer que la famille (e1,...,en, —€1,...,—ey) est une fpg.

Notons f; = e; sii < n, f; = —e;_n si i > n+ 1, de sorte que la famille considérée est
n

(f1,---, fon). Soit x € E; puisque e, ..., e, est génératrice, on peut écrire = Z)‘iei- Soit
i=1

I={ie[l,n]: \; >0}. On a
=Y Nifi+ Y —Aifitn
icl gl
et on vient d’écrire  comme combinaison linéaire & coefficients positifs de (f1,..., fon) : cette
famille est bien une fpg.

Montrer que la famille ((1,1),(—1,0),(0,—1)) est une fpg de R*> (on pourra commencer par
essayer d’écrire (0,1) et (1,0) comme combinaison linéaire da coefficients positifs des élements
de cette famille, puis appliquer le résultat de la question précédente).

Notons e; = (1,1), e2 = (—1,0) et e3 = (0,—1). On a (0,1) = e; + e2 et (1,0) = e1 + es.
Soit z € R?; il existe A1, Aa, A3, Ag > 0 tels que 2 = A1(1,0) + A2(0,1) 4+ Az3(—1,0) + A4(0, —1).
Autrement dit, on a

x = M(e1 +e3) + Xa(er + e2) + Azea + Agez = (A1 + A2)er + (A2 + Az)ea + (A1 + Ag)es .

On vient d’écrire  comme combinaison linéaire & coefficient positifs de (ej, ez, e3) : c’est une
fpg.

(a) On suppose que la famille (eq, ..., e,) est une fpg de E. Montrer qu’elle est génératrice et

p
qu’il existe des réels strictement positifs A1,..., A, tels que Z Aie; = 0.

i=1
(indication : considérer —eq1 — ... —ep)
Déja, si (eq,...,ep) est une fpg alors elle est génératrice. De plus, si c’est une fpg alors on
peut trouver Ay, ..., \, positifs et tels que
P
—61—...—€p:Z)\i€i
i=1

P
Ceci nous donne ZO" +1)e; =0, et \j +1>1> 0 pour tout .
i=1
(b) Montrer la réciproque du résultat de la question précédente.



Supposons que (eg,...,e,) est génératrice et qu’il existe des réels strictement positifs

A1y ..., Ap tels que Z/\iei =0.
i=1
Soit x € E; puisque (eq,...,e,) est génératrice, il existe des réels a,...,q, tels que
P
T = Z aje;. De plus, puisque A; > 0, il existe pour tout ¢ € [1,p] un entier n; € N tel que

=1
a; +niA; > 0. Soit N = max{n;: i € [1,p]}. Alors a; + NA; > 0 pour tout i, et

p
:U—Zazez—i—NZ)\ ez—z a; + NX)e;

=1

On vient de prouver que (ey,...,ep,) est une fpg.

Probléme 2.

“ In(t)

1. Pour a > 0, calculer/ dt.

1
On a

jfaln( it — [;(ln(t))2}a:: %(ln(a))Z.

a ] 2
On cherche dans cet exercice da calculer lintégrale I(a) = / —1In <$21a2> dx, ot a est un réel
1 ¢ +a

strictement positif.

a1 a1
On posera également J(a) = / —In(z* + a®) dzx et K(a) = / —1In(2? + a?) da.
1z 1 X

2. Justifier bricvement que les trois intégrales considérées ci-dessus existent pour tout a > 0.
: vt +a? 1 4, 2 1 2, 2 :
Les fonctions z — —~In | ——— |, v+ —In(z" + a”) et z — —In(z” + a”) sont continues sur
x T4 +a z x
10, +00[, et donc intégrables sur le segment [1, al.

3. A laide du changement de variable x = \/at, montrer que pour tout a > 0 on a J(a) = 2(1n(a))2+
va i
/1 - In(t* + 1) dt.
Va
La fonction intégrée est continue, et le changement de variables t — \/at est de classe C! sur R

1
et bijectif de L/a,

Va| sur [1,a]. Le théoréme de changement de variables s’applique donc et
g ppiq

donne :

J(a) = / —ln a®t* 4+ a?)adt

f
- /L —(In(t* + 1) + In(a®)) dt

7
va 21 Va1

- /1 I:t(a)dtjt/1 St 4 1) de
7 7

:2mmmmJ)1nuJ’+/ ~(n(#* 4+ 1) dt
— +/ In(t* + 1) dt

4. A laide d’un chcmgement de variable similaire au précédent, montrer que pour tout a > 0 on a

K(a) = 2(In(a) +/ “In(t* 4 1) dt.



Cette fois on utilise le changement de variables de classe C', ¢t — at qui est une bijection de

1
[a’ 1} sur [1,a]. On obtient

1
— In(a®t* + a?) adt
" n(a“t* +a)a

11

- / Sn(E + 1) + In(a?)) de
121n(a) 1,

= /lfdt—i-/l;ln(t +1)dt

— 2In(a)(In(1) — In(1/a)) + /11 %ln(tQ +1)dt

K(a) =

mh

1

= 2(In(a))? +/1 %ln(tQ +1)dt

a

, Vel o, 11,
5. On note maintenant G(a) = /1 . In(t*+1)dt et H(a) = /1 n In(t* + 1) dt.

(a)

va a
1
Justifier que la fonction t — : In(t? + 1) admet une primitive sur |0, +o0o[.

Cette fonction est continue sur I'intervalle ]0, +o00[; le théoreme fondamental de l'analyse
nous garantit qu’elle admet une primitive sur cet intervalle.

On fize une telle primitive, qu’on note F dans la suite de ’exercice.

Calculer la dérivée de la fonction H (exprimer H(a) en fonction de F, sans chercher d
calculer F', puis dériver l’expression obtenue par rapport ¢ a, en faisant bien attention auz
composées)

On a par définition H(a) = F(1) — F(1/a). Le théoréme de dérivation des fonctions com-
posées nous donne donc

1 1 1 1 1 1 1
/ _ / _ _ - _ - 2 _ - 2
H'(a) = aZF(l/a) = azaln <a2 +1) = aln <a2 +1) = aln(a +1) aln(a )

En utilisant la méme méthode qu’a la question précédente, dériver la fonction G.

1
Cette fois on considere une primitive Fj de la fonction continue ¢ — n In(t* +1). On a pour

tout @ > 0 légalité G(a) = Fi(v/a) — F1(1/y/a); en appliquant le théoréme de dérivation
des fonctions composées, on aboutit &

1

G'(a) = WF{(\D fFl(l/f)

= FTIH(CL +1)+ﬁ\[1n( alg)

- %ln(a +1)+%1n(1+ %)

= % In(a® + 1) + % In(a® +1) - % In(a”)
1 1

= - ln(a2 +1)— p In(a)

En déduire une expression simplifiée de G(a )

(a), puis conclure sur la valeur de I(a).

) ; de plus G(1) = H(1) = 0. Puisque

In(t)
t

On obtient finalement que G'(a) — H'(a) =

I(a) = G(a) — H(a) pour tout a > 0, on en conclut que I(a) est la primitive de ¢ —

qui s’annule en 1, autrement dit

I(a) = /1 lnit)dt _ %(ln(a))Q .



