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27 mars 2025

Enoncé

Exercice 1. Soient u = (2,1,4),v = (1,2,3),w = (0, 3, 2) trois vecteurs de R3.

1. La famille (u,v,w) est-elle libre ?
Expliciter une base de F = Vect(u,v,w) C R3 et en déduire la dimension de F.
Montrer que F = {(z,y,2) € R® : 5z + 2y — 3z = 0}
Soit f = (1,—1,1) et g = (4,5,10), Montrer que F' = Vect(f, g)
Soit G = {(z,y,2) € R®: & —y — 22 = 0}, Calculer F NG et en donner une base.
Exercice 2. Soit F' = {P € R3[X], P(1) = 0}

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de R3[X].

GU N

2. Montrer que tout polynome P € R3[X] peut s’écrire de la forme
P=S4aavec S€ FetacR

3. Montrer que F' = {(X — 1)@ : Q € Ry[X]} et en déduire une famille génératrice de F.

4. Donner une base de F' C R3[X]. (On justifiera que la famille proposée est bien une base.)

5. Soient Py = X(X —1), P, =X(X—-2), Ps=(X—-1)(X—-2), P, = X(X —1)(X —2). Montrer
que (P, Py, P3, Py) forme une base de R3[X].

Exercice 3. On considére les fonctions suivantes, définies sur R\ {£1}

3

2
= —— tr— —— et Tr = .
URES xz—1 Jaia s+l farw z2 -1
1. La famille (fi, fo, f3) forme-t-elle une famille libre ?
2. Calculer
100 o
S=2. K21
k=2

Exercice 4.

1. Préciser pour quels a,b € R l'intégrale suivante a un sens et la calculer

b 2
I = / T

o T3+ 22—z —1

2. Calculer I'intégrale suivante. (On pourra commencer par poser u = x2.)

1
_ 2
12:/:r3e””dx
0



Correction

Solution 1.
1. On a u — 2v 4+ w = 0. Donc la famille est liée.
2. Comme w = 2v — u, F = Vect(u, v, w) = Vect(u, v). Les vecteurs u, v ne sont pas colinéaires et
forment donc une base de F'. On a alors dimF' = 2..
3. Notons F' = {(z,y,2) € R : 5z + 2y — 32 = 0}.
(a) (Méthode 1) Onau e F'car2x5+2—-3x4=0etve F car5+2x2-3x3=0et
donc F = Vect(u,v) C F'. On a alors dim F’ > 2 et aussi F’ # R? car (1,0,0) ¢ F’ donc
dim F” < 3. On en déduit que dim F' =2 =dim F et ' C F' et donc F' = F".

(b) (Méthode 2)

1 0 1 0
F = Vect(v,w) = Vect 21,13 = Vect 01,11
3/ \2 5/3) \2/3
Donc
1 0
F=<¢xz| 0 |+y| 1 |,z,yeR
5/3 2/3
T x
= Y , T,y R » = y| €R332=>5z+2y
(5/3)x +(2/3)y z
4. .

(a) (Méthode 1) Ona fe Fcar5—2+3=0etge Fcar5x4+2x5—3x10=0 et donc
Vect(f,g) C F. Les vecteurs f, g ne sont pas colinéaires et forment donc une base. On en
déduit que dim Vect(f, g) = 2 = dim F' et donc Vect(f,g9) = F

(b) (Méthode 2) Montrons que Vect(f,g) = Vect (v, w)

1 4 1 0 1 0
Vect 1], 5 = Vect 11,19 = Vect 21,13
1 10 1 6 3 2
5. On calcul

x + 2y z @{—i—y z @{y z

(z,y,2) e FNG <
r—y—22=0 r—y—22=0

Donc
FNG= {(Z, _Z,Z), PSS R} = VeCt((l, —17 1))

Le vecteur (1,—1,1) forme une base de F N G.

Solution 2. .
1. On vérifie les hypothéses d’un s.e.v
— Pour Py = 0 le polynome nul. On a Py(1) =0 et donc Py € F.
— Soit P,Q € F, alors (P +Q)(1) = ( )+ Q(1)=0+0=0.Donc P+ Q € F.
— Soit P € F, A € Ralors (AP)(1) = AP(1) = A x0=0. Donc AP € F.
2. On a
P=(P-P(1)+P1)=S+a

avec a = P(1) e Ret S = P — P(1). On vérifie que S(1) = P(1) — P(1) =0 et donc S € F.



3. Par double inclusion :

— Soit P=(X—-1)Q alorsdegP =1+deg@Q <14+2=3et P(1) =0xQ(1) =0donc P € F
et on en déduit que {(X —1)Q : Q € Ry[X]} C F.

— Soit P € F, alors 1 est racine de P et on peut factoriser le polynome P = (X — 1)Q avec
deg@ = degP —1 < 3—1=2donc P € {(X —1)Q : @ € Re[X]}. On en déduit que
FE{X—1)Q: Q€ Ry[X]).

On en déduit que

F={X-1)(aX*+bX +¢c):a,bceR}
={aX*(X - 1)+ bX(X —1)+¢(X —1):a,bccR}
= Vect(X3(X — 1), X(X — 1), X — 1))

La famille X2(X — 1), X(X — 1), (X — 1) est génératrice de F.

(a) (Méthode 1) La famille X?(X — 1), X(X — 1),(X — 1) est libre car tous les degrés des
polynomes sont différents (donc sont échelonné dans la base 1, X, X2, X3). C’est donc une

base de F'.
(b) (Méthode 2) Soient A1, A2, A3 € R. tel que A3X2(X — 1) + X (X — 1) + X (X — 1) = 0.
Alors
-2 =0
M=o =0
=S A=X=X=0
Ng— A =0 1 2 3
A3 =0

La famille est libre, c’est donc une base de F.
5. Soit )\1, )\2, )\3, )\4 € R. tel que )\1P1 + )\QPQ + >\3P3 + )\4P4 = 0. Alors

Pour X =0:
A P1L(0) + A2 Po(0) + A3P3(0) + Ay Py(0) =04+04+2\5+0=0 =A3=0
Pour X =1:
MPI(1) + Ao Po(1) + AsP3(1) + MPs(1) =0— X2+ 0+0=0 =X =0
Pour X =2
AMPL(2) + X Po(2) + A3P5(2) + A\gPy(2) =20 +0+0+0=0 =M1 =0

et finalement A\yPy = 0 = Ay = 0. Donc la famille est libre et elle a 4 = dimR3[X] éléments.
C’est donc une base de Rg[X].

Solution 3. .

1. En décomposant en éléments simples, on a

1 1 1 1 2 1 3
X — — X = — X —— — X
r—1 2 xz+1 4 -1 6 z+1

1 —
2 -1

| =

Donc f3 = %fl — %fg et la famille est donc liée.

2. On décompose en éléments simples et on reconnait une somme télescopique.
100 100 99 101
2 1 1 1 1 1 1 1
S = — = — | = - — —=1l4+=-—— - —.

Solution 4.



1. On remarque que %1 sont racines du dénominateur. L’intégrale n’a donc un sens que si £1 ¢
[a,b]. On peut factoriser la fraction
2>+ 2 B x(x+1) oz
B4+a2—z—-1 (22-D(xz+1) 22-1

alors (méthode 1) on reconnait la primitive

b
x 1 9
I]_ = /a ﬁdﬂ? = |:2 10g(|.’1} — 1>:|

b

a
(méthode 2) on décompose en éléments simple

T T 1 1 1 1

21 @—De+D 2 -1 2% 41

et alors

1 (Y da 1 [ dx 1 p 1 b
Li=3 5 =5l -1 L 1
=3 [ 545 [ 25— 5 hoslla — 1L + 5 Doe(le + 1)1

2. Avec le changement de variables v = 22, du = 2zdz, 2 =0 u=0,z=1su=1

1 2 1/t 2 1 !
/ e dr = f/ 227 2udx = 7/ ue” “du
0 2 /o 2 Jo

On fait une intégration par partie

1 1
/ ue “du = [—ue Y]} — / (—e ")du = [~ue "] —[e7¥]g =1—2e*
0 0

Donc I, =1(1—-2e7 1) =1 —e L.



