Université Claude Bernard Lyon 1 Semestre de printemps 2024-2025

Cursus préparatoire : algebre 2, analyse 2

Feuille n° 2 : Matrices

. Parmi

@
Exercice 1 Soient les matrices A = <i Z 2), B = (a b c), cC=|p
v

les produits AB, BA, AC,CA, BC,CB, lesquels ont un sens ? Les calculer.

Exercice 2 On consideére les deux matrices suivantes :

2 3 —4 1 3 -1 -3 7
N
2 4 0 1 1 6 6 1
Calculer AB et BA. Que remarque-t-on ?
Exercice 3
1. A tout nombre réel ¢ on associe la matrice A(t) = (Zﬁi iﬁ i)

(a) Pour t1,t2 € R, montrer que A(t1)A(t2) = A(t1 + ta2).
(b) Montrer que A(t) est inversible pour tout ¢ € R et calculer A(¢)~!.

2. Mémes questions avec la matrice A(t) = < CO.St Smt).
—sint cost
Exercice 4
1 0 0 1 11 1 1 1
1. Soient A= 0 1 1 |,B=| 01 0 JetC= 1 2 1
3 1 1 1 0 0 0 -1 -1

(a) Montrer que AB = AC'; a-t-on B = C'? A peut-elle étre inversible ?
(b) Déterminer toutes les matrices F' telles que AF = 0.

1 2
2. Soit A = 3 4 |. Déterminer toutes les matrices B telles que BA = Is.
-1 4

é 1) Calculer A™ pour tout n € N.

Exercice 5 On considére la matrice A = <

13 -8 -—12
Exercice 6 Soit A = [12 -7 —12|. Calculer A™ pour tout n € N. Montrer
6 —4 -5

ensuite que A est inversible et calculer A™ pour tout n € Z.

Exercice 7
1. Soit m > 1 un entier et A, B € M,,(R) telles que AB = BA. Montrer que pour

tout n € N on a
n
A+ B)" = ( )AkB"k.
( ) k; B

210 210
2. Soit A= [0 2 1].Calculer A” pour tout n > 3. Idem avec A’ = [0 2 1
0 0 2 0 01
0 m  m?
Exercice 8 Soit m un réel non nul. On pose A= | 1/m 0 m
1/m? 1/m 0

1. Calculer (A+I)(A —2I).

2. Soit B = 3(A+1) et C = 3(A—2I). Calculer B? et C%. En déduire une expression
simple de B™ et C™ pour tout entier n > 1.

3. En déduire que pour tout entier n > 1, A" = 2"B + (—1)"*!1C.

Exercice 9 Soit la matrice

Montrer que A2 = 21 — A. En déduire que A est inversible, et calculer A~!.

1 0 0
Exercice 10 Soit A=[{0 0 1
0 -1 0

. Calculer A%, A3 et A3 — A2+ A—1.
. Montrer que A est inversible et exprimer A~! en fonction de I, A et A2.
. Exprimer A* et A% en fonction de I, A, et A2

N R

. Montrer que pour tout n € Z, il existe a,, by, ¢, tels que A™ = a,I + b, A+ ¢, A2

Exercice 11 Soient A et B deux matrices carrées n x n telles que AB = A + I,,.
Montrer que A est inversible et déterminer son inverse (en fonction de B).

Exercice 12 (x) Soit A, B deux matrices carrées telles que AB = A + B. Montrer
que A et B commutent.

Exercice 13 (x) Soit n un entier, K un corps et A une matrice telle que pour tout
B e M,(K) on ait AB = BA. Montrer qu’il existe A € K tel que A = \I.



Exercice 14 Les matrices suivantes sont-elles échelonnées ?

1 2 1 2 2 -1 7
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
o S 0 Y [ror) fos o0 o) (o oo) (0 L3 a3 4 s_|1 3 -1 m
"to 1 0f/>1lo o o0 o o)J>lo 1 0" ’ 15 6 1 ’ 10 -1 2 -4
0 0 47 3 4 0 0 0 4 0 0 -1 2 1 00 0 2
7 8 1 3 3 -2 11

Exercice 15 Mettre les matrices suivantes sous forme échelonnée (en lignes) et ré- . . . o
soudre les équations AX =0, BX =0,CX =0: Le saviez-vous ¢ Le terme « matrice » pour désigner les tableaux de nombres a été

introduit vers 1850 par James Joseph Sylvester (1814-1897). Il s’agit d’une métaphore

113 10 1 =1 2 2 o 0 2 1 organique, renvoyant au fait que les matrices engendrent ce qu’on appelle des détermi-
At 214 ) o 21 12} o 1 -1 0 nants -
11 3 4 13 8 ’ B it 1 0o 21’ -1 o0 3 1
1 4 2 7 14 0o 1 1 2 0 -1 -2 —1 I have [...] defined a “Matrix” as a rectangular array of terms, out of which

different systems of determinants may be engendered, as from the womb of
a common parent; these cognate determinants being by no means isolated in
their relation to one another, but subject to simple laws of mutual dependence
and simultaneous deperition. (Sylvester, 1851)

Exercice 16 Calculer, lorsqu’ils existent, les inverses des matrices suivantes :

o 01 1 1
1 2 1 1 2
a b @@ 1 0 1 1 Vous verrez la notion de déterminant en deuxieme année, bien qu’elle ait historiquement
1 2 -1 a 1 al|(aeC) Y .
c d 9 1 1 01 précédé celle de matrice!
-2 -2 -1 at a 1
1 1 10
1 1 1 1 2 3 n
o 11 0 1 2
0 0 1 0 0 1

Exercice 17 Déterminer sous quelles conditions les systémes suivants admettent une

solution :
r—y+2z+2t=a
Y+ z =a
2r+y— z+2t=0
; x +z =b
T4y +2t=c
+t=c

y+ z+2t=d

Exercice 18 (x) Résoudre, en fonction du parametre m € C, les systémes suivants
d’inconnues complexes :

rT— Y+z=m mr+ y+ z=1 mex+ y+ z+t=1
z+my—z=1 ; r+my+ z=m ; z+my+ z+t=m
r— y—z=1 z+ y+mz=m> z+ y+mz+t=m+1

Exercice 19 Pour chacune des matrices suivantes, résoudre le systéme M X = 0 et
décrire 'ensemble des Y tels que I'équation M X =Y admet une solution.



