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Polynômes

Motivations :

— insuffisance des fonctions polynômiales sur certains corps, tel Z/2Z où les fonctions x 7→ x2 +x4

et x 7→ x3 + x8 cöıncident alors qu’on voudrait distinguer les � expressions � ;

— en algèbre linéaire, l’étude des matrices carrées et des endomorphismes fait manipuler des ex-
pressions de la forme a0Id + a1A + a2A

2 + · · · + anA
n, où A est une matrice carrée ; en fait on

verra que la théorie de la réduction (programme de L2) est gouvernée par les polynômes ;

— le calcul de primitives comme

∫
3x + 1

(x2 + 1)3x4(x2 − 1)
dx demande des méthodes algébriques.

I Anneaux

1◦ Définition

Les entiers, les rationnels, les réels, les complexes constituent ce qu’on appelle des anneaux. Cette
structure est caractérisée par un nombre relativement limité de règles de calcul d’où tout le reste
découle.

Définition. On appelle anneau un ensemble A muni de deux opérations, la somme + : A× A → A,
(a, b) 7→ a + b et le produit · : A×A→ A, (a, b) 7→ a · b (noté aussi ab ou a× b), tels que :

(i) la somme est associative : pour tous a, b, c de A, on a : (a + b) + c = a + (b + c) ;

(ii) la somme admet un neutre : il existe un élément de A noté 0 tel que pour tout a dans A, on a :
a + 0 = a = 0 + a ;

(iii) tout élément admet un opposé : pour tout a de A, il existe un élément a′ tel que a+a′ = 0 = a′+a ;

(iv) la somme est commutative : pour tous a et b de A, on a : a + b = b + a ;

(v) le produit est associatif : pour tous a, b, c de A, on a : (ab)c = a(bc) ;

(vi) le produit admet un neutre : il existe un élément de A noté 1 tel que pour tout a dans A, on a :
a× 1 = a = 1× a ;

(vii) le produit est commutatif : pour tous a et b de A, on a : ab = ba ;

(viii) le produit est distributif sur la somme : pour tous a, b, c de A, on a a(b + c) = ab + ac et
(a + b)c = ac + bc ;

(ix) les neutre de la somme et du produit sont différents.

Exemples. Les ensembles de nombres rencontrés depuis le collège sont des anneaux : Z, D, Q, R, C.

Exemples (de calculs). Soit A un anneau.

— Pour tout élément a de A, on a : 0a = 0 ; on dit que 0 est absorbant ; en effet, 0 + 0 = 0 donne,
par distributivité : 0a + 0a = 0a, d’où on tire en ajoutant l’opposé de 0a à chaque membre :
0a = 0.

— Pour tout a de A, on a : (−1)a = −a ; en effet, a+(−1)a = (1+(−1))a = 0a = 0. En particulier,
(−1) · (−1) = −(−1) = 1 – la fameuse � règle des signes � qui semble si mystérieuse au collège.

Définition. On définit les puissances d’un élément a dans un anneau unitaire A par récurrence en
posant :

a0 = 1, a1 = a, ∀n ∈ N, an+1 = aan.
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2◦ Deux formules indispensables

a) Formule du binôme de Newton

Proposition. Soient a et b deux éléments d’un anneau A et soit n un entier naturel. Alors

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k.

Démonstration. On procède par récurrence sur n.
Pour n = 0 la formule est évidente : (a + b)0 = 1 et

∑0
k=0

(
0
k

)
akb0−k =

(
0
0

)
a0b0 = 1.

Pour n = 1 la formule est évidente : (a + b)1 = a + b et
∑1

k=0

(
1
k

)
akb1−k =

(
1
0

)
a0b1 +

(
1
1

)
a1b0 = a + b.

Soit n ∈ N, on suppose la formule du binôme de Newton vraie pour n. On calcule alors :

(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n

= (a + b)
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k par hypothèse de récurrence

=
n∑

k=0

(
n

k

)
ak+1bn−k +

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k en développant

=

n+1∑
j=1

(
n

j − 1

)
ajbn−j+1 +

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn+1−k par changement d’indice j = k + 1

=
n+1∑
k=0

[(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)]
akbn+1−k en convenant que

(
n

−1

)
= 0 =

(
n

n + 1

)

=

n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
akbn+1−k par la formule du triangle de Pascal

comme voulu.

b) Une factorisation à connâıtre

Proposition. Soient a et b deux éléments d’un anneau A et soit n un entier naturel. Alors

an − bn = (a− b)

n−1∑
k=0

akbn−1−k.

Démonstration. On développe le membre de droite :

(a− b)

n−1∑
k=0

akbn−1−k =

n−1∑
k=0

ak+1bn−(k+1) −
n−1∑
k=0

akbn−k

=
n∑

j=1

ajbn−j −
n−1∑
k=0

akbn−k

=

n−1∑
j=1

ajbn−j + an − bn −
n−1∑
k=1

akbn−k en séparant j = n et k = 0

= an − bn.

Exemples. Pour les petites valeurs de n, la formule est d’usage vraiment très courant :

a0 − b0 = 0

a1 − b1 = a− b

a2 − b2 = (a− b)(a + b)

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)

a4 − b4 = (a− b)(a3 + a2b + ab2 + b3), etc.
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3◦ Inversibilité

a) Élément inversible

Définition. On dit qu’un élément a d’un anneau A est inversible s’il existe un élément a′ tel que
aa′ = a′a = 1. Dans ce cas, a′ est unique : si a′ et a′′ sont deux inverses, on a a′ = a′ · 1 = a′aa′′ =
1 · a′′ = a′′. On note cet élément a−1 ou 1

a et on l’appelle inverse de a.

Exemples. Pour A = Q, R ou C, tout élément non nul est inversible. En revanche, un entier n ∈ Z est
inversible si et seulement s’il vaut −1 ou 1. Le neutre de l’addition 0 n’est jamais inversible – sauf dans
le cas trivial où 0 = 1 (en effet, si 0 admet un inverse a′, alors 1 = 0a′ = 0 puisque 0 est absorbant),
auquel A = {0} (puisque a = 1a = 0a = 0 pour tout a de A).

b) Corps

Définition. On appelle corps un anneau dans lequel tout élément non nul est inversible (et dans
lequel 0 6= 1).

Exemples. On connâıt les corps Q, R, C, Z/2Z = {0, 1} (avec les opérations 0 + 0 = 0 = 1 + 1,
0+1 = 1 = 1+0, 0×1 = 0×0 = 1×0 = 0, 1×1 = 1). L’anneau des entiers Z ou celui des décimaux D
n’en sont pas.

Désormais, on fixe un corps K, par exemple R ou C.

II Anneaux de polynômes

1◦ � Définition � de l’anneau des polynômes

a) L’anneau des polynômes sur K est un anneau contenant K et un élément X qui n’appartient pas
à K et qui est appelé indéterminée. Pour tout élément P différent de 0, il existe un entier n ∈ N unique
et une (n + 1)-liste (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 unique tel que

P =

n∑
k=0

akX
k et an 6= 0.

Les opérations dans K[X] sont forcées par la définition d’anneau :

— on fixe n, p ∈ N et a0, . . . , an, b0, . . . , bp ∈ K ;

on forme P (X) =
n∑

k=0

akX
k et Q(X) =

p∑
l=0

blX
l ;

par commodité, on pose ak = 0 pour n + 1 6 k et bk = 0 pour p + 1 6 k ;

— égalité : P (X) = Q(X) ⇐⇒ ∀k 6 max(n, p), ak = bk ;

— somme :

n∑
k=0

akX
k +

p∑
l=0

blX
l =

max(n,p)∑
k=0

(ak + bk)Xk ;

— neutre de la somme : 0 (correspondant à n = 0, a0 = 0) ;

— opposé : −
n∑

k=0

akX
k =

n∑
k=0

(−ak)Xk ;

— produit :
n∑

k=0

akX
k ·

p∑
l=0

blX
l =

n+p∑
j=0

cjX
j où cj =

j∑
k=0

akbj−k ;

— neutre du produit : 1 (correspondant à n = 0, a0 = 1) ;

— degré d’un polynôme non nul : deg

n∑
k=0

akX
k = max{k, ak 6= 0}.
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Notation. L’anneau des polynômes est noté K[X]. Les éléments de K[X] sont 0 et les expressions∑d
k=0 akX

k avec d ∈ N, (a0, . . . , ad) ∈ Kd+1 et ad 6= 0. Si on n’insiste pas sur l’unicité, on peut
ajouter des termes en posant ak = 0 et écrire tout élément sous la forme

∑n
k=0 akX

k avec n ∈ N et
(a0, . . . , an) ∈ Kn+1.

2◦ Construction formelle 1

a) L’ensemble K[X]
On définit K[X] comme l’ensemble des suites presque nulles de scalaires. Ici, on dit qu’une suite
(an)n∈N à valeurs dans K est presque nulle si elle est nulle à partir d’un certain rang, c’est-à-dire si :

∃N ∈ N, ∀n > N, an = 0.

b) Deux opérations
La somme de deux suites P = (an) et Q = (bn) est définie comme on imagine : P +Q = (an + bn)n∈N.
Comme an = 0 et bn = 0 si n est supérieur à un entier N convenable, la somme est presque nulle.
Le produit demande plus de soin. On définit PQ comme la suite (cn)n∈N définie par :

∀n ∈ N, cn =
n∑

k=0

akbn−k.

Si an et bn sont nuls pour n > N , alors cn = 0 pour n > N . En effet, pour que cn puisse être différent
de 0, il faut avoir au moins un indice k pour lequel ak 6= 0 et bn−k 6= 0, ce qui force k 6 N et n−k 6 N
et donc, en ajoutant les deux contraintes, n 6 2N . Autrement dit, le produit PQ est bien une suite
presque nulle.
c) Un anneau
Montrons que ces opérations font de A un anneau. En fait, on va se contenter de faire le minimum,
c’est-à-dire préciser qui sont les éléments neutres et l’opposé... Le neutre de l’addition est la suite nulle
0 = (0)n∈N.
Le neutre de la multiplication est la suite 1 = (1, 0, . . . ), c’est-à-dire la suite (un)n∈N telle que u0 = 1
et un = 0 si n > 1. En calculant P1, le seul terme non nul de cn est le terme correspondant à k = n
(de sorte que bn−k = b0 = 1), ce qui donne : cn = an, et ce pour tout n. D’où : P1 = P .
L’associativité du produit et la distributivité demandent plein d’indices, on passe.
d) Une indéterminée
Soit

X = (0, 1, 0, . . . ) = (xn)n∈N où x0 = 0, x1 = 1, ∀n > 2, xn = 0.

On calcule : X2 = (0, 0, 1, 0, . . . ). En effet, pour qu’une somme
∑m

k=0 xkxm−k soit différente de zéro, il
faut qu’apparaisse un terme x1x1, ce qui n’est possible qu’avec k = 1 et m−k = 1, c’est-à-dire m = 2.
Autrement dit le seul coefficient non nul de X2 est celui d’indice 2, qui vaut 1.
Plus généralement, on montre par récurrence que l’on a pour tout n ∈ N :

Xn = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) (le 1 est en (n + 1)-ième position).

De cette expression, il résulte que si P = (an)n∈N, on peut en fait écrire :

P =
∑
n>0

anX
n,

où la somme est finie car il n’y a qu’un nombre fini de coefficients an non nuls.
On en déduit immédiatement que si

∑
n>0 anX

n = 0, alors an = 0 pour tout n. Cela entrâıne l’unicité
de l’écriture de P comme expression de la forme

∑
n>0 anX

n.
Au bilan, on a montré que A est un anneau de polynômes. On le note K[X].

1. Cette partie n’est pas exigible. Elle est donnée par souci de complétude et pour montrer que la construction des
polynômes est un jeu formel, pas très difficile au fond.
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e) Unicité
On se donne un autre anneau A contenant dans lequel tout élément non nul P de A s’écrit de
façon unique sous forme

∑
n>0 anX

′n : on montre que l’application qui à P ∈ A associe le polynôme∑
n>0 anX

n ∈ K[X], qui est bien définie, bijective et préserve les opérations (c’est un morphisme).

f) Résumé
Pour résumer, dans cette construction, un polynôme n’est autre que la suite de ses coefficients et
l’indéterminée � est � la suite (0, 1, 0, . . . ). Ce n’est pas intéressant de penser les choses ainsi, de
même qu’il n’est pas pertinent de penser le nombre complexe i comme le couple (0, 1) de R2.
Il vaut mieux se dire qu’un polynôme est déterminé par la suite de ses coefficients et que X est un
symbole, une lettre avec laquelle on calcule comme on le fait depuis le collège (depuis quand ne vous
êtes-vous plus demandé ce que sont a et b quand vous vous récitez � (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 � ?).

3◦ Degré

a) Définition

Définition. Soit P un polynôme non nul. Il posède une unique écriture de la forme
∑d

k=0 adX
d avec

d ∈ N et (a0, . . . , ad) ∈ Kd+1 et ad 6= 0. On appelle degré de P et on note deg(P ) ou doP l’entier d.
On appelle terme dominant le monôme adX

d et coefficient dominant le scalaire ad. On dit que P est
normalisé ou unitaire si son coefficient dominant vaut 1.
Si P est le polynôme nul, on convient que sont degré est −∞.

Remarque. Ainsi, le degré d’un polynôme est un élément de l’ensemble N ∪ {−∞}, ensemble auquel
on prolonge l’ordre et l’addition de N :

— pour tout entier n, on définit −∞ < n ;

— pour tout entier n, on définit −∞+ n = −∞ = n−∞ ; on définit aussi −∞+ (−∞) = −∞.

Les remarques suivantes sont évidentes mais utiles.

Remarque. Un polynôme est de degré > 0 si et seulement s’il n’est pas nul.

Remarque. Pour P ∈ K[X] et n ∈ N ∪ {−∞}, on a :

degP 6 n ⇐⇒ ∀k > n + 1, ak = 0.

b) Degré et opérations

Proposition. Pour P et Q polynômes quelconques :{
deg(PQ) = degP + degQ ;

deg(P + Q) 6 max(degP,degQ)

(pour la somme, il y a égalité si degP 6= degQ).

Démonstration. Soient d = degP , e = degQ, on note P =
∑d

k=0 akX
k et Q =

∑e
`=0 bkX

`. On pose
à nouveau ak = 0 si k > d et b` = 0 si ` > e, de sorte que P =

∑
k>0 akX

k et Q =
∑

`>0 bkX
`. On

a : P + Q =
∑

k>0(ak + bk)Xk, et l’on a : ak + bk = 0 si k > d et k > e. Cela donne la majoration :
deg(P + Q) 6 max(d, e).
On calcule aussi (ou bien on se rappelle la définition en termes de suites presque nulles) :

PQ =
∑
k>0

∑
`>0

akb`X
kX` =

∑
m>0

m∑
k=0

akbm−kX
m;

malgré les apparences, ces sommes sont des sommes finies ; pour passer de la première à la deuxième,
on a regroupé ensemble les termes correspondant à une même puissance de X ; autrement dit, on a
fait le changement de variable (m, k) = (k + `, k) qui envoie bijectivement un couple (k, `) ∈ N × N
sur le couple (k + `, k) ∈

{
(m, k) ∈ N2, k 6 m

}
.

Soit m > d + e + 1. Pour k ∈ {0, . . . ,m}, on a : k > d + 1 ou m− k > e + 1 (car k 6 d et m− k 6 e
entrâınent m = k +m− k 6 d+ e). Par suite, ak = 0 ou bm−k = 0, de sorte que akbm−k = 0. Ainsi, le
coefficient de Xm est nul.
Soit m = d+ e. Pour k > d, on a : ak = 0 ; pour k < d, on a : m− k = e+ d− k < e donc bm−k = 0. Il
vient :

∑d+e
k=0 akbm−k = adbe, qui n’est pas nul puisque ad 6= 0 et be 6= 0 et K est un corps. Cela prouve

que le degré de PQ est d + e.
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c) Intégrité de K[X]

Proposition. Un produit de polynômes est nul SSI l’un des facteurs est nul.

Démonstration. On sait que si l’un des facteurs est nul, le produit est nul. Réciproquement, si les deux
polynômes ne sont pas nuls, le produit a pour degré la somme des degrés, qui est un entier, de sorte
que le produit n’est pas nul.

d) Inversibles de K[X]

Proposition. Les polynômes inversibles dans K[X] sont les polynômes de degré 0 – les constantes
non nulles.

Démonstration. Si P est un polynôme de degré 0, c’est-à-dire un polynôme constant non nul a0 ∈ K∗,
alors P est inversible et son inverse est le polynôme constant 1/a0. Réciproquement, si P est inversible,
alors il existe un polynôme Q tel que PQ = 1. Mais alors, on a : deg(P ) + deg(Q) = deg(1) = 0, si
bien que deg(P ) et deg(Q) sont nécessairement des entiers, donc ils valent nécessairement 0.

4◦ Évaluation

a) Définition de l’évaluation d’un polynôme P ∈ K[X] en un élément x0 de A, où A est un
anneau contenant K : c’est

P (x0) =

n∑
k=0

akx
k
0 si P =

d∑
k=0

akX
k (d ∈ N, a0, . . . , ad ∈ K).

Exemple : si A = K, l’évaluation permet de définir une fonction polynomiale associée au polynôme P
par :

P̃ : K→ K, a 7→ P (a).

Sous-exemple troublant : prenons K = Z/2Z et P = X2 + X. Alors, pour x0 = 0 et x0 = 1, on a :
P (0) = P (1) = 0, c’est-à-dire que la fonction polynomiale P̃ est nulle, alors que le polynôme P n’est
pas le polynôme nul...

Exemple : Prenons A = K[X] et x0 = Q. Alors, P (Q) est le polynôme obtenu en remplaçant X par
Q = Q(X) dans l’expression de P =

∑n
k=0 akX

k. On note souvent P ◦Q ce polynôme, car la fonction
polynômiale associée est P̃ ◦ Q̃.
Sous-exemple : P = X2 + 1, Q = X + 3 dans R[X]. Alors : P (Q) = (X + 3)2 + 1 = X2 + 6X + 1.
Attention à faire la différence avec Q(P ) = (X2 + 1) + 3 = X2 + 4.
b) Racine

Définition. une racine d’un polynôme P est un élément x0 ∈ K tel que P (x0) = 0.
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