Université Claude Bernard Lyon 1 Polynémes
L1 de Mathématiques : Algebre 1B
Année 2023-2024, printemps

Les entiers, les rationnels, les réels, les complexes constituent ce qu’on appelle des anneaux. Cette struc-
ture est caractérisée par un nombre relativement limité de regles de calcul d’ou tout le reste découle.

Définition. On appelle anneau un ensemble A muni de deux opérations, la somme + : A x A — A,
(a,b) — a+b et le produit - : A x A — A, (a,b) = a-b (noté aussi ab ou a x b), tels que :
(i) la somme est associative : pour tous a, b, cde A,ona: (a+b)+c=a+ (b+c);
(ii) la somme admet un neutre : il existe un élément de A noté 0 tel que pour tout a dans A, on a :
a+0=a=0+a;
) tout élément admet un opposé : pour tout a de A, il existe un élément o’ tel que a+a’ =0=a' +a;
) la somme est commutative : pour tous a et bde A,ona:a+b=>b+a;
(v) le produit est associatif : pour tous a, b, ¢ de A, on a : (ab)c = a(bc) ;
) le produit admet un neutre : il existe un élément de A noté 1 tel que pour tout a dans A, on a :
axl=a=1xa;
(vii) le produit est commutatif : pour tous a et b de A, on a : ab = ba;
(viii) le produit est distributif sur la somme : pour tous a, b, ¢ de A, on a a(b+ ¢) = ab + ac et
(a+b)c = ac+ be;
(ix) les neutre de la somme et du produit sont différents.
Remarque. Mémes regles de calcul que celles qui définissent un corps, a part ’existence d’un inverse!
Cependant, il vaut mieux penser qu'un corps est un anneau dans lequel tout élément a un inverse...

Ezemple. 7 (les entiers), D (les décimaux), Q (les rationnels), R (les réels) ou C (les complexes).

< Définition. > Soit K un corps. L’anneau des polynomes sur K, noté K[X] est un anneau contenant K
et un élément X (qui n’appartient pas a K) et dont les éléments s’écrivent sous la forme

n
P(X) = Zaka avecn € N et ag,...,a, € K.
k=0
Opérations (forcées par la définition d’anneau)
— on fixe n,p € Net ag,...,an,bo,...,b, € K;

n p

on forme P(X) = Zaka et Q(X) = Zlel;
k=0 1=0

onposear =0pourn+1<ketb,=0pourp+1<k;

— égalité :  P(X) =Q(X) < Vk <max(n,p), ap="by;

n P max(n,p)
— somime : Zaka —i—Zlel = Z (ak +bk)Xk :
k=0 1=0 k=0
— neutre de la somme : 0 (correspondant a n =0, ap = 0);
n n
— opposé : —Zaka = Z(—ak)Xk ;
k=0 k=0
n P n+p J
— produit : Zaka . Zlel = chXj ou ¢j = Zakbj_k ;
k=0 1=0 j=0 k=0
— neutre du produit : 1 (correspondant an =0, ag = 1);

n
— degré d’un polynéme non nul :  deg Z arp X" = max{k, aj, # 0}.
k=0
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Les entiers, les rationnels, les réels, les complexes constituent ce qu’on appelle des anneauzx. Cette struc-
ture est caractérisée par un nombre relativement limité de regles de calcul d’ou tout le reste découle.

Définition. On appelle anneau un ensemble A muni de deux opérations, la somme + : A x A — A,
(a,b) — a+b et le produit - : A x A — A, (a,b) = a-b (noté aussi ab ou a x b), tels que :

(i) la somme est associative : pour tous a, b, cde A,ona: (a+b)+c=a+ (b+c);

(ii) la somme admet un neutre : il existe un élément de A noté 0 tel que pour tout a dans A, on a :
a+0=a=0+a;
tout élément admet un opposé : pour tout a de A, il existe un élément a’ tel que a+a’ =0 =d' +a;

)

(iv) la somme est commutative : pour tous a et bde A,ona:a+b=>b+a;
) le produit est associatif : pour tous a, b, c de A, on a : (ab)c = a(bc);
)

le produit admet un neutre : il existe un élément de A noté 1 tel que pour tout a dans A, on a :

axXxl=a=1xXa;

(vii) le produit est commutatif : pour tous a et b de A, on a : ab = ba;

(viii) le produit est distributif sur la somme : pour tous a, b, ¢ de A, on a a(b+ c¢) = ab+ ac et
(a +b)c = ac+ be;

(ix) les neutre de la somme et du produit sont différents.

Remarque. Mémes regles de calcul que celles qui définissent un corps, a part I'existence d’un inverse!

Cependant, il vaut mieux penser qu’'un corps est un anneau dans lequel tout élément a un inverse...

Ezemple. Z (les entiers), D (les décimaux), Q (les rationnels), R (les réels) ou C (les complexes).

< Définition. > Soit K un corps. L’anneau des polynomes sur K, noté K[ X] est un anneau contenant K
et un élément X (qui n’appartient pas a K) et dont les éléments s’écrivent sous la forme

n
P(X) = Zaka avec n € N et ag,...,a, € K.
k=0
Opérations (forcées par la définition d’anneau)
— on fixe n,p € Net ag,...,an,b0,...,0p € K;

n p

on forme P(X) = Zaka et Q(X) = Zlel;
k=0 1=0

onposeap =0pourn+ 1< ketby=0pour p+1<k;

— égalité :  P(X) =Q(X) < Vk < max(n,p), ar="by;

n P max(n,p)
— somme : Zaka + Zlel = Z (ar + bk)Xk :
k=0 1=0 k=0
— neutre de la somme : 0 (correspondant a n =0, ag = 0);
n n
— opposé 1 — Zaka = Z(—ak)Xk :
k=0 k=0
n P n+p J
— produit : Zaka . Zlel = chXj ou ¢; = Zakbj,k ;
k=0 1=0 j=0 k=0
— neutre du produit : 1 (correspondant an =0, ag = 1);

n
— degré d’un polynéme non nul :  deg Z apX* = max{k, aj # 0}.
k=0



