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Exercice 1. Soit
P (X) = −iX2 + (−1 + 5 i)X − 1− 18 i.

1. Calculer le module de 24− 7 i et en déduire celui de 48− 14 i.

2. Calculer les racines carrées de 48− 14 i.

3. Déterminer les solutions de l’équation suivante d’inconnue z ∈ C :

−i z2 + (−1 + 5 i)z − 1− 18 i = 0.

4. Factoriser dans C[X] le polynôme P (X).

Solution. 1. On calcule benoîtement :

|24− 7 i| =
√

242 + (−7)2 =
√

576 + 49 =
√

625 = 25 ;

|48− 14 i| = |2× (24− 7 i)| = 2× 25 = 50.

2. On cherche x et y réels tels que (x+ y i)2 = 48− 14 i. On sait que

(x+ y i)2 = 48− 14 i ⇐⇒

{
(x+ y i)2 = 48− 14 i

|x+ y i|2 = |48− 14 i|

⇐⇒

{
x2 − y2 + 2xy i = 48− 14 i

x2 + y2 = 50

⇐⇒


x2 − y2 = 48 (L1)

2xy = −14 (L2)

x2 + y2 = 50 (L3)

⇐⇒


x2 =

48 + 50

2
= 49

(
L1+L3

2

)
y2 =

−48 + 50

2
= 1

(−L1+L3
2

)
xy = −7 (L2)

⇐⇒


x = ±7

y = ±1

xy = −7

⇐⇒


x = 7 et y = −1

ou
x = −7 et y = 1.

Ainsi, les racines carrées de 48− 14 i sont δ = 7− i et −δ = −7 + i.



3. L’équation est P (z) = 0 où P est un polynôme de degré deux, de la forme aX2 + bX + c avec
a = −i, b = −1 + 5 i et c = −1− 18 i. On calcule le discriminant :

∆ = b2 − 4ac = (−1 + 5 i)2 − 4 i(1 + 18 i)

= 1− 10 i− 25− 4 i + 72

= 48− 14 i.

On vient de calculer les racines carrées de ∆, ce sont δ = 7 − i et −δ = −7 + i. Par suite, les
solutions de l’équation sont

z1 =
−b+ δ

2a
=

1− 5 i + 7− i

−2 i
=

8− 6 i

−2 i
= 3 + 4 i

(
1

−i
= i

)
et z2 =

−b− δ
2a

=
1− 5 i− 7 + i

−2 i
=
−6− 4 i

−2 i
= 2− 3 i.

4. Factoriser P en connaissant son coefficient dominant a = −i et ses racines z1 et z2 est immédiat :

P (X) = −i (X − z1)(X − z2) = −i(X − 3− 4 i)(X − 2 + 3 i).

Exercice 2. Soit
θ = 2π/7.

1. Calculer le module et un argument des racines du polynôme A(X) = X2 − 2 cos(θ)X + 1.

2. En déduire la factorisation de A(X) dans C[X].

3. Donner la factorisation du polynôme B(X) = X7 − 1

4. Démontrer que A(X) divise B(X).

Solution. 1. Trouver les racines de A(X), c’est résoudre l’équation de degré 2 suivante : P (z) = 0.
On calcule son discriminant :

∆ = (2 cos θ)2 − 4 = 4
(
cos2 θ − 1

)
= −4 sin2 θ.

Ses racines sont ±2 i sin θ. Les solutions de l’équation sont donc

z1 =
2 cos θ + 2 i sin θ

2
= eiθ et z2 =

2 cos θ − 2 i sin θ

2
= e−iθ.

Leur module commun vaut 1 et elles admettent respectivement pour arguments θ et −θ.

2. Connaissant le coefficient dominant de A(X), à savoir 1, et ses racines e±iθ, on peut écrire

A(X) =
(
X − eiθ

)(
X − e−iθ

)
.

3. On l’a vu en cours et en TD : les racines de B(X) sont les eikθ pour k ∈ {0, . . . , 6} et son
coefficient dominant vaut 1 donc la factorisation dans C[X] est :

B(X) = (X − 1)
(
X − eiθ

)(
X − e2iθ

)(
X − e3iθ

)(
X − e4iθ

)(
X − e5iθ

)(
X − e6iθ

)
.

4. Il suffit de remarquer 1 que e6iθ = e−iθ, de sorte que

B(X) = A(X)× (X − 1)
(
X − e2iθ

)(
X − e3iθ

)(
X − e4iθ

)(
X − e5iθ

)
.

1. Cette propriété est apparue telle quelle dans le contrôle no 2 (et, en remplaçant 7 par 5, dans le no 3) : vu que
7θ = 2π, on a e7iθ = 1 donc e6iθ · eiθ = 1.



Exercice 3. Soient les polynômes

A(X) = 2X3 +X2 + 5X − 3

et B(X) = 2X2 + 13X − 7.

1. Calculer le pgcd D de A et B.

2. Déterminer deux polynômes U et V tels que AU +BV = D.

Solution. 1. On applique l’algorithme d’Euclide. On commence par effectuer la division euclidienne
de A par B.

2X3 +X2 +5X −3 2X2 + 13X − 7

	 2X3 +13X2 −7X X − 6

−12X2 +12X −3

	−12X2−78X2 +42

90X −45

Plutôt que diviser par 90X − 45 = 45(2X − 1), on divise à présent B par 2X − 1.

2X2 +13X −7 2X − 1

	 2X2 −X X + 7

14X −7

	 14X −7

0

Ces deux opérations signifient que

A(X) = (X − 6)B(X) + 45 (2X − 1) (1)

B(X) = (X + 7)(2X − 1) + 0. (2)

Comme le deuxième reste est nul, l’algorithme s’arrête et le pgcd est, à un scalaire près, le dernier
reste non nul, à savoir 2X − 1. Comme dans notre cours le pgcd est unitaire par définition (cela
permet de parler du pgcd plutôt que d’un pgcd, i.e. de le rendre unique), on a

pgcd(A,B) = X − 1

2
.

2. La relation (1) permet d’écrire

X − 1

2
=

1

90
A(X)− 1

90
(X − 6)B(X).

Autrement dit on peut prendre U(X) =
1

2
et V (X) =

1

2
(X + 1).

Table des carrés des entiers de 11 à 25

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

121 144 169 196 225 256 289 324 361 400 441 484 529 576 625

Table des carrés des entiers de 26 à 40

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

676 729 784 841 900 961 1024 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521 1600


