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Contrôle terminal du 2 mai 2024

Durée : 1 heure 30

Attention: le sujet comporte deux pages : cinq exercices obligatoires et un en « bonus ».

Les documents et les téléphones/calculatrices/ordinateurs sont interdits.
Il importe de rédiger correctement. Toute rédaction incomplète ou imprécise sera sanctionnée même si
le raisonnement est correct.

Exercice 1. Questions rapides (justifier brièvement les réponses).

(a) Soient a et b deux nombres complexes. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de a+ b i.

(b) Soient z1 et z2 deux nombres complexes. Quels sont les coefficients de P (X) = (X−z1)(X−z2) ?

(c) Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de X6 − 1 par X − 1.

Solution. (a) On écrit a = Re(a) + i Im(a) et b = Re(b) + i Im(b). Alors

a+ b i = Re(a) + Im(a) i +
(
Re(b) + Im(b)i

)
i = Re(a)− Im(b) +

(
Im(a) + Re(b)

)
i

donc, comme les parties réelles et imaginaires sont des nombres réels, il vient{
Re(a+ b i) = Re(a)− Im(b)

Im(a+ b i) = Im(a) + Re(b).

Remarque. On peut bien sûr nommer les parties réelles et imaginaires de a et b, par exemple
écrire a = xa + yai et b = xb + ybi avec xa, ya, xb, yb ∈ R (il faut préciser ce dernier point).

Erreurs fréquentes. En revanche, il n’est pas correct d’écrire a = a+ b i (les variables a et b ont
déjà un sens, elles désignent des nombres complexes donnés, on ne peut pas utiliser ces lettres
pour nommer les parties réelle et imaginaire de a). Certaines copies posaient même a = a + b i

et b = a+ b i pour conclure que Re(a+ b i) = a− b et Im(a+ b i) = b+ a, ce qui n’a aucun sens...

(b) On développe pour écrire P comme une somme de monômes :

P (X) = X2 − (z1 + z2)X + z1z2

donc le coefficient de X2 est 1, le coefficient de X est −(z1+z2) et le coefficient constant est z1z2.

Remarque. Cette petite question de vocabulaire a laissé sans voix la plupart d’entre vous.

(c) On sait que
X6 − 1 = (X − 1)(X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1).

Le quotient est donc X5 + · · · + X + 1 et le reste vaut 0 (normal puisque 1 est une racine de
X6 − 1).

Remarque. En cas de trou de mémoire inexplicable sur la factorisation de An−Bn, on peut poser
la division euclidienne et naturellement obtenir le même résultat.



Exercice 2. Soit P (X) = iX2 + (5 + 4 i)X + 8− 6 i = 0.

1. Calculer les racines carrées de −15 + 8i.

2. Déterminer les solutions de l’équation suivante d’inconnue z ∈ C :

i z2 + (5 + 4 i)z + 8− 6 i = 0.

3. Factoriser dans C[X] le polynôme P (X).

Table des carrés des entiers de 11 à 25

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

121 144 169 196 225 256 289 324 361 400 441 484 529 576 625

Table des carrés des entiers de 26 à 40

26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

676 729 784 841 900 961 1024 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521 1600

Solution. 1. On cherche x et y réels tels que (x+ y i)2 = −15 + 8 i. On sait que

(x+ y i)2 = −15 + 8 i ⇐⇒

{
(x+ y i)2 = −15 + 8 i

|x+ y i|2 = |−15 + 8 i|

⇐⇒

{
x2 − y2 + 2xy i = −15 + 8 i

x2 + y2 =
√

(−15)2 + 82 =
√

225 + 64 =
√

289 = 17

⇐⇒


x2 − y2 = −15 (L1)

2xy = 8 (L2)

x2 + y2 = 17 (L3)

⇐⇒


x2 =

−15 + 17

2
= 1

(
L1+L3

2

)
y2 =

15 + 17

2
= 16

(−L1+L3
2

)
xy = 4 (L2)

⇐⇒


x = ±1

y = ±4

xy = 4

⇐⇒


x = 1 et y = 4

ou
x = −1 et y = −4.

Ainsi, les racines carrées de −15 + 8 i sont δ = 1 + 4 i et −δ = −1− 4 i.

2. On remarque que P est un polynôme de degré deux, de la forme aX2 + bX + c avec a = i,
b = 5 + 4 i et c = 8− 6 i. On calcule le discriminant de cette équation du second degré :

∆ = b2 − 4ac = (5 + 4 i)2 − 4 i(8− 6 i)

= 25 + 40 i− 16− 32 i− 24 = −15 + 8 i.

Les racines carrées de ∆ ont été calculées à la question précédentes, ce sont δ = 1 + 4 i et
−δ = −1− 4 i. Par suite, les solutions de l’équation sont

z1 =
−b+ δ

2a
=
−5− 4 i + 1 + 4 i

2 i
=
−4

2 i
= 2 i

(
1

i
= −i

)
et z2 =

−b− δ
2a

=
−5− 4 i− 1− 4 i

2 i
=
−6− 8 i

2 i
= 3 i− 4.



3. Factoriser P en connaissant son coefficient dominant (a = i) et ses racines est immédiat :

P (X) = i (X − 2 i)(X + 4− 3 i).

Remarque. La mise en place (déclarer les variables, par exemple x et y dans la première question, et dire
où elles vivent), les liens logiques entre les lignes, en un mot la rédaction, tout cela est indispensable
dans un texte mathématique !
Diverses erreurs, notamment de calcul, dans cette question traitée de nombreuses fois.

Exercice 3. Soient α = 2 eiπ/6 =
√

3 + i et β = 2 eiπ/4 =
√

2 +
√

2 i.

1. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de
β

α
.

2. Déterminer le module et un argument de α, de β et de
β

α
.

3. En déduire une expression de cos
π

12
et sin

π

12
.

Solution. 1. On calcule

β

α
=

√
2 +
√

2 i√
3 + i

=

(√
2 +
√

2 i
)(√

3− i
)(√

3 + i
)(√

3− i
)

=

√
6−
√

2 i +
√

6 i +
√

2

3 + 1

=

√
6 +
√

2 +
(√

6−
√

2
)
i

4
.

Erreurs fréquentes. De nombreuses horreurs dans cette question, par exemple
√

2
√

3 =
√

5, voire
√

2 +
√

6 =
√

8 et autres joyeusetés du genre. Plusieurs affirmations revenant à dire que

a+ b i

c+ d i
=
a

c
+
b

d
i

avec a, b, c, d réels, ce qui ne manque pas de piquant mais est presque toujours faux.

2. Comme α et β sont déjà écrits sous forme géométrique, on lit directement que |α| = |β| = 2, que
π
6 est un argument de α et que π

4 est un argument de β. Enfin,

β

α
=

2 eiπ/4

2 eiπ/6
= ei

(
π
4
−π

6

)
= ei

π
12

donc le module de β
α est 1 et un argument est π

12 .

Remarque. Il est important de savoir déchiffrer une forme géométrique r ei θ, c’est-à-dire de savoir
lire le module r et l’argument θ d’un complexe de la forme. Il faut également savoir que r est
défini de façon unique et θ est unique à un multiple de 2π près.

La plupart des copies font avec plus ou moins de réussite le calcul de |α| et |β| à partir de la
forme algébrique, ce qui est possible mais maladroit vu que l’énoncé donne la forme géométrique
et la forme algébrique de α et β – un luxe dont trop peu ont su profiter.



3. En rapprochant les deux questions précédentes, on trouve

ei
π
12 =

√
6 +
√

2 +
(√

6−
√

2
)
i

4

donc cos
π

12
=

√
6 +
√

2

4
et sin

π

12
=

√
6−
√

2

4
.

ei
π
4

ei
π
6

ei
π
12

Exercice 4. Soient les polynômes

A(X) = X4 − 7X3 + 2X2 − 9X − 35

et B(X) = X3 − 8X2 + 10X − 21.

1. Calculer le pgcd D de A et B.

2. Déterminer deux polynômes U et V tels que AU +BV = D.

Solution. 1. On applique l’algorithme d’Euclide. On commence par effectuer la division euclidienne
de A par B.

X4−7X3 +2X2 −9X −35 X3 − 8X2 + 10X − 21

	 X4−8X3 +10X2−21X X + 1

X3 −8X3 +12X −35

	 X3 −8X2 +10X −21

2X −14

On divise à présent B par 2X−14 (il vaudrait mieux diviser par X−7 = 1
2(2X−14), passons...).

X3−8X2 +10X −21 2X − 14

	 X3−7X2 1

2
X2 − 1

2
X +

3

2
−X2 +10X −21

	 −X2 +7X

3X −21

	 3X −21

0

Ces deux opérations signifient que

A(X) = (X + 1)B(X) + 2X − 14 (1)

B(X) =
1

2
(X2 −X + 3)(2X − 14) + 0. (2)

Comme le deuxième reste est nul, l’algorithme s’arrête et le pgcd est, à un scalaire près, le dernier
reste non nul, à savoir 2X − 14. Comme dans notre cours le pgcd est unitaire par définition (cela
permet de parler du pgcd plutôt que d’un pgcd, i.e. de le rendre unique), on a pgcd(A,B) = X−7.



2. La relation (1) permet d’écrire

X − 7 =
1

2
A(X)− 1

2
(X + 1)B(X).

Autrement dit on peut prendre U(X) =
1

2
et V (X) =

1

2
(X + 1).

Exercice 5. On considère le polynôme P (X) = X5 − 1.

1. Quelles sont les racines du polynôme P ? Écrire la factorisation de P (X) dans C[X].

2. En regroupant par paires les racines de P qui ne sont pas réelles, écrire la factorisation de P
dans R[X].

Le résultat pourra faire apparaître des cosinus.

Solution. 1. Les racines de P sont par définition les racines cinquièmes de l’unité. On en connaît
une expression sous forme géométrique : ce sont les

ζk = ei
2πk
5 = cos

2πk

5
+ i sin

2πk

5
pour k ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

On peut noter que ζ0 = 1 et que ζk = ζk1 . Les racines de P sont simples puisque P ′(X) = 5X4

et que P ′(ζk) 6= 0 pour tout k.

Connaissant le coefficient dominant de P , à savoir 1, et ses racines, la factorisation de P (X) s’en
déduit :

P (X) = (X − 1)(X − ζ1)(X − ζ21 )(X − ζ31 )(X − ζ41 ).

Erreur fréquente. Plusieurs copies écrivent des tentatives de factorisation comme P (X) = 1ζ1ζ2ζ3ζ4,
ce qui est évidemment faux : à gauche on a un polynôme de degré 5, à droite un nombre complexe
(donc un polynôme de degré 0).

2. On doit grouper les racines complexes par paires de racines conjuguées. Un dessin aide à repérer
les paires (figure 1) ; algébriquement, −2π

5 + 2π = −2π+10π
5 = 8π

5 et −4π
5 + 2π = −4π+10π

5 = 6π
5 :

ζ0 = 1 = ζ0 ;

ζ1 = ei
2π
5 = e−i

2π
5 = ei

8π
5 = ζ4 ;

ζ2 = ei
4π
5 = e−i

4π
5 = ei

6π
5 = ζ3.

ζ0

ζ1

ζ2

ζ3

ζ4

Figure 1 – Racines cinquièmes de l’unité : ζk = ζk1 = ei
2kπ
5



On sait que pour tout θ réel(
X − eiθ

)(
X − e−iθ

)
= X2 −

(
eiθ + e−iθ

)
X + eiθe−iθ = X2 − 2 cos θX + 1.

Avec θ = 2π/5 et θ = 4π/5, il vient :

(X − ζ1)(X − ζ4) = X2 − 2 cos
2π

5
X + 1 ;

(X − ζ2)(X − ζ3) = X2 − 2 cos
4π

5
X + 1 ;

et finalement :

X5 − 1 = (X − 1)
(
X2 − 2 cos

2π

5
X + 1

)(
X2 − 2 cos

4π

5
X + 1

)
et le cours assure que ces trois polynômes sont irréductibles dans R[X].

Remarque. Cet exercice est très proche du cours (racines n-ièmes de l’unité, factorisation dans C[X],
factorisation dans R[X]) et a été traité en TD (exercices 10 f et 16 f de la feuile de TD no 2).

Exercice 6 (bonus). Cet exercice complète le précédent. Soient ω = ei
2π
5 et ω′ = ei

4π
5 .

1. (a) Déterminer le plus petit entier naturel non nul n tel que ωn = 1.

(b) En déduire la valeur de
S = 1 + ω + ω2 + ω3 + ω4.

(c) Justifier brièvement que ω = ω−1.

(d) Déterminer des entiers k et l compris entre 0 et 4 tels que ω = ωk et ω2 = ωl.

2. On pose
c = ω + ω.

(a) Donner une expression de c en fonction 1 de cos
2π

5
.

(b) À l’aide de la question 1, montrer que

c2 + c− 1 = 0.

On pourrait démontrer, mais on ne demande pas de le faire, que c′ = ω′ + ω′ est également
solution de cette équation, c’est-à-dire que c′2 + c′ − 1 = 0.

(c) Est-ce que
2π

5
est plus grand ou plus petit que

π

2
? En déduire le signe de c.

(d) Calculer c et c′.

3. Donner enfin une factorisation de X5 − 1 dans R[X] qui ne fait pas apparaître de cosinus.

Solution. 1. (a) Pour n ∈ N non nul, on a ωn = ei
2nπ
5 donc ωn = 1 si et seulement s’il existe k

entier (nécessairement non nul) tel que 2nπ
5 = 2kπ, c’est-à-dire n = 5k. La valeur minimale

de n est obtenue pour k = 1 et vaut 5. En particulier, ω5 = 1.

(b) On remarque que S est la somme des premiers termes d’une suite géométrique 2 de premier
terme 1 et de raison ω :

S =
1− ω5

1− ω
= 0.

1. L’énoncé initial comportait 4π/5 au lieu de 2π/5.

2. Rappel : informellement, la somme peut s’écrire [premier terme]
1− [raison][nombre de termes]

1− [raison]
.



(c) On lit sur sa définition que |ω| = 1, d’où ω ω = 1, c’est-à-dire ω = ω−1.

(d) Pour transformer un exposant négatif en exposant positif, on fait apparaître ω5 = 1 :

ω = ω−1 = ω5ω−1 = ω4 ;

ω2 = ω−2 = ω5ω−2 = ω3.

Autrement dit on peut (et en fait on doit) prendre k = 4 et l = 3.

2. (a) On a par les formules de Moivre :

c = ω + ω = ei
2π
5 + e−i

2π
5 = 2 cos

2π

5
.

(b) On a, en utilisant ω ω = 1 et les expressions ω = ω4 et ω2 = ω3 :

c2 + c−1 =
(
ω+ω

)2
+ω+ω−1 = ω2 + 2 +ω2 +ω+ω−1 = ω2 +ω3 +ω+ω4 + 1 = S = 0.

(c) On a bien sûr
2π

5
<
π

2
donc cos

2π

5
> 0, c’est-à-dire c > 0.

(d) Le discriminant de l’équation c2 + c− 1 d’inconnue c est ∆ = 1 + 4 = 5 donc c et c′ valent,
à l’ordre près :

−1 +
√

5

2
et
−1−

√
5

2
.

Seule la première solution est positive, d’où cos
2π

5
= c

2 =

√
5− 1

4
et cos

4π

5
=
−
√

5− 1

4
.

3. On utilise la fin de l’exercice 5 :

X5 − 1 = (X − 1)

(
X2 −

√
5− 1

2
+ 1

)(
X2 − −

√
5− 1

2
+ 1

)
.

Remarque. N’est-il pas amusant de passer dans C[X] pour factoriser dans R[X] ?

Remarque. Voyez-vous la forte ressemblance avec l’exercice au dos du vademecum distribué le 5 mars ?
avec l’exercice 2 du contrôle no 3 du 9 avril ? sans oublier les exercices 10 f et 16 f de la feuile de TD
no 2 ?


