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COURS DU .JEUDI‘ﬂ FEVRIER 2024—
Géométrie

Soit K un corps (par exemple K = Z/pZ (p premier), Q, R, C).
Définitions.
Un espace affine est un triplet (&, E,+) ou & est un ensemble, E un
K —espace vectoriel, + : & x E — &, (x,u) +— x + u une action simplement
transitive du groupe (E ,+) sur I'ensemble & 1.
Notation. On pose "z,y € &, 77 € E tel que x + 77 = y.
R(’mm‘que;-px y,z € &, dans l'espace vectoriel E, :L’y+y_5 =TIZet —I = dé

TE. 2)difmbipn #M MUMQ@TQ uébj;{i(g{)mgukwmw

7
Ezemples. Eun < CLapace Wk ExE—E s

p n n n 7“‘\,{4* m—SC AR+RC= AB
a) & =1R" E=R" avec l'addition usuelle de R™. J /4 V"’E‘E@BGF,A?;H’_

b) & = {x} un singleton, E = 0 et + la seule application possible {*} x 0 —
{*}-
c) & =0 et E un espace vectoriel quelconque.

d) Une intersection d’espace affines est encore un espace affine.

e) Une droite est un sous-espace affine de d1men<;10n 1.Si A# B g€ &,

K —espace affine, on note (AB) = A+ K AB la droite engendrée par
A, B.

Si (&, E,+) est un K—espace affine non vide la dimension de & est
dimg E.

Soit (&, E,+) un K —espace affine. On dit que .# C & est un sous— K —espace
affinesi #Z = hou.Z = x+F pour un certain z € #, F < FE (sous—K —espace
vectoriel.) La direction de .7 est le sous-espace vectoriel F', noté Z.

Ezemple. La droite d’équation {(z,y) € R? : 2+ y+1=0} = (1,0) +
{(z,y) € R? : 2+ y = 0} est un sous-espace affine de R2.

Soient (&, E, +), (9 F,+) deux espaces affines. Une application affine
est une fonction f : & — .Z telle que :

T e L(EF), vyt f@)fy) = 1@ .

L’application linéaire 7 est la partie linéaire de f.
Exemples.

a) Les fonctions constantes.

f. c-a-d"z,y € E,uw eE,x+ 0=, (z+u)+v=a+ (u+v), "2,y €& e
E x+u=y
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b) Les translations tz : & = &, v+ .+ W, si @ € F fixé. !

c) L’homothétie de centre O € & est de rapport t € K : hp,: & = &, x +—
O +tOx.8

FEzercice.

1) Si f, g sont des applications affines alors f o g aussi et fog = ? o7
(pour peu qu’on puisse composer).

2) YO,0" € &,"t,t' € R, hosohoy est une homothétie ou une translation.

Soit (&, E,+) un espace affine. On dit que les n points A;,.... A, € &
sont affinement indépendants si les n — 1 vecteurs A1 Az, A1 Az, ..., A1A, € FE
sont linéairement indépendants.

Théorémes.

Théoréme de Thales.

1. c’est I'identité si @ = 0, c’est sans point fixe si & # 0.

§. iT(;_: =tldg. Sit # 1, ho a un seul point fixe (= O), et hp,1 = Ides.

. ("1 €4 < n) & les n — 1 vecteurs A,_A;, 1 < j # ¢ < n sont linéairement
indépendants.
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Soient O, A, B trois points affinement indépendants d'un K —espace af-
fine. On suppose que A" € (OA) et B' € (OB). Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(l) ().A _ 0B .
OA& OB '

(ii) il existe une homothétie h de centre O telle que h(A) = A" et h(B) =

3
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B';
(iii) (AB)//(A'B)1.
Démo. (i) = (ii) : Soit t = (())—AI = ((3,)—1?7, soit h = hoy.
(i) = (iii) : A((AB)) = (A'B’).
(iii) = (i) Soient z = _(-)j‘/ y = 25 Alors A'B' = OB’ — OA' = y(7§ -
— N —_ O/ OB
2OA = tAB = tOB — tOA pour un certain ¢t € R. Comme O, A, B sont
affinement indépendants, y = z = ¢.

Théoréeme de Desargues. Soient
A, B,C, A", B',C'" deux triangles dans un plan affine. On suppose que les cotés
sont paralleles deux a deux : (AB)//(A'B’), (AC)//(A'C"), (BC)//(B'C").
Alors les droites (AA"), (BB'),(CC") sont concourantes ou paralleles.

Démo. Dans le cas ol (AA’), (BB’) s’intersectent en un point O.

D’apres le théoreme de Thales, il existe une homothétie h de centre O
telle que h(A) = A', h(B) = B'.

Comme h est une homothétie, h((AC)) = une droite passant par A" =
h(A) et parrallele a (AC). Donc h((AC)) = (A'C"). De méme h((BC)) =
h((B'C").

Or C e (AC)N(BC) = h(C) € (AC")N(B'C") = h(C)=C".

Donc O, C,C" sont alignés et les droites (AA"), (BB'), (CC") sont concou-
rantes en O.

Analyse complexe

Rayon de convergence.

Définition. Le rayon de convergence de la série 3, an X™ € C[[X]] est
R=sup{r >0 : (|as|r")nen est bornée } € [0, +oc].

Formules. R = L

limsup,, |an|™ '

t. c-a-d A'B' € KAB.
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