Chapitre 5

Intégrales multiples

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

5.1 Intégrales doubles

Considérons une fonction de deux variables f : R? — K continue, et une région D du plan
R?, bornée et contenue dans I'ensemble de définition de f.

Nous voulons définir I'intégrale de la fonction f sur D. Pour cela, nous allons utiliser ce que
nous connaissons déja : les intégrales de fonctions d'une variable.

Autrement dit, on va d'abord intégrer f par rapport a la variable x, en considérant la variable
y comme un paramétre. Le résultat de cette premiere intégration dépendra de la valeur du
"parametre" y. On intégrera alors ce résultat par rapport a y.

Bien entendu, on pourra faire la méme chose en échangeant les roles de = et de y; nous
verrons que cela donne le méme résultat.

Une des difficultés est de tenir compte de la géométrie de D qui peut étre un polygone
quelconque, ou un disque, ou la région délimitée par une courbe fermée trés compliquée...
Fixer la valeur de la variable y et intégrer par rapport a = revient a découper D en tranches
horizontales ; fixer la valeur de la variable = et intégrer par rapport a y revient a découper D
en tranches verticales.

5.1.1 Théoréeme de Fubini

(/fDéfinition 1

On appelle pavé de R? toute partie P de R? de la forme P = [a,b] X [c,d] avec a < b et
¢ < d. En d'autres termes, un pavé de R? est un produit de deux segments de R.
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v Théoreme 1
(Théoreme de Fubini, admis) Soit f : [a,b] X [¢,d] — K une fonction continue sur le pavé
[a,b] X [c,d]. Alors les fonctions

[a,b] — K

et

sont continues et on a

[ (7 s )= [ ([ s

La valeur commune de ces deux intégrales est appelée intégrale double de f sur le pavé
P = [a,b] X [c,d] et est notée

//Pf ou //Pf(x,y)da:dy.

v¢ Corollaire 1
Soit f : [a,b] X [c,d] — K une fonction a variables séparées, cad qu'il existe g : [a,b] — K,
h:[e,d] — K telles que

V(z,y) € [a,b] X [e,d], f(z,y) = g(x)h(y).

On suppose que g et h sont continues sur [a, b] et [c, d] respectivement, alors

//[a,b]x[c,d] Fa, y)dzdy = (/abg(f’@)d%’> (/Cd h(y)dy> :

4 Exercice 1
Calculer I'intégrale de la fonction f : (x,y) +— 2y sur le pavé P = [0,1] x [1,2].

Correction de I'exercice 1 :
On a f est une fonction a variables séparées avec V(z,y) € [0,1] x [1,2], f(z,y) = g(z)h(y)
avec g : ¥ — x continue sur [0,1] et h : y — y* continue sur [1,2]. Par suite, d'aprés le
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Corollaire 1,
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v Théoréeme 2

(Extension aux fonctions continues par morceaux) Soit f : [a,b] X [¢,d] — K une fonction
bornée. On suppose que

i) Va € [a,b], la fonction y — f(x,y) est continue par morceaux sur [c, d],

ii) Vy € [e,d], la fonction x — f(x,y) est continue par morceaux sur [a, b],
alors on a |'égalité

[ o= [ )

Cette valeur commune est encore appelée l'intégrale double de f sur [a,b] X [c,d] et est

notée // flx,y)dxdy.
[a,b] X [c,d] ( )

5.1.2 Généralisation aux parties élémentaires, simples
W"Définition 2
Une partie A de R? est dite élémentaire s'il existe a,b,c,d € R avec a < bet ¢ < d

et des fonctions @1, ¢y continues sur [a,b] et v, 1y continues sur [c,d] telles que Vx €
[a,0], p1(x) < pa(x) et Vy € [c,d], ¢1(y) < ¢Paly) et

A={(z,y) eR% a<z<bh p(v) <y
={(z,y) ER* c<y<d, 1(y) <=

Dans ce cas, l'intérieur de A est

A={(z,y) ER% a<z<b, ¢1(x) <y < po()}
{(z,y) eR* c <y <d, Pi(y) <z < a(y)}.
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LOExemple :
1. Le pavé [a,b] x [c,d] avec a < b et ¢ < d est une partie élémentaire de R”.

2. Le disque unité fermé
D(0ss, 1) = {(x,9) € RS a? +y* < 1)
peut s'écrire

D(0gz,1) = {(z,y) eR*} -1 <2 <1, —vVI—-22 <y <V1-—22}

D(0gz, 1) = {(z,y) €RL -1 <y <1, —\/1—2 <2< \/1—12}

et est donc une partie élémentaire de R

ou

7 Théoreme 3

(Théoréme de Fubini généralisé) Soient A C R* une partie élémentaire et f : A — K une
fonction continue, alors si I'on note

A={(z,y) ER} a<z<b ()
={(v,y) €R* c <y <d, ¥1(y)

z=b y=p2(x) y=d x=12(y)
L[ @y da= [T [ f@ y)de ) dy.
r=a y=p1(x) y=c z=11(y)
La valeur commune de ces deux intégrales est appelée intégrale double de f sur A et est

notée //A f(z,y)dzdy.

on a

501(Xf

FIGURE 5.1 — Intégration par tranches verticales
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FIGURE 5.2 — Intégration par tranches horizontales

4 Exercice 2
On note T' = {(z,y) € [0,1]% y < z}. Calculer // vy dady.
iy

Correction de I'exercice 2 : D'apres le Théoreme de Fubini généralisé, Théoreme 3, appliqué

FIGURE 5.3 -T

3 f: (x,y) — 2%’ continue sur R? donc en particulier sur T partie élémentaire de R* :
T={(r,y) eR0<2<1,0<y<az}={(z,y) eR%0<y<1,y<z<1},ona

1 T
// 2?ydedy = / (/ x2y3dy) dx
T 0o \Jo
1 479=2
= [ 2* [y] dx
0 4 =0
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On aurait pu aussi dire
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ng Définition 3

Soit A une partie élémentaire de R2. Alors on appelle aire de A la quantité

l/%;dxdy.

4 Exercice 3
On considere T = {(x,%) € [0,1]*; 2 + y < 1}. Calculer I'aire de 7.

Correction de ['exercice 3 :

P1(x) =0

FIGURE 5.4 -T

T est une partie élémentaire de R? :

T={(z,y)) R} 0<2<1,0<y<1l—a}={(r,y) eR%0<y<1,0<2<1—yh
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On a alors

Ailre(T)://Talxdy:/o1 (/{;1_Idy> dx:/(;l(l—x)dx: [—(1_235)2]1 :l.

% Définition 4
Une partie A de R? est dite simple si elle est réunion d’une famille finie non vide de parties élé-

mentaires d'intérieurs deux a deux disjoints, i.e. s'il existe Ay, ..., A,, des parties élémentaires
de R? avec (n € N*) vérifiant

o

A=|JA etVij=1,.,n, i?éj:;limAjZQ'
|

g/f Définition 5
n
Soit A est une partie simple de R?, avec A = U A; ou les A; sont des parties élémentaires.

=1
Si f: A — K est continue, on appelle intégrale double de f sur A le scalaire

//A f(z,y)dwdy = ZX:;//A f(z,y)dzdy.

v¢ Proposition 1

Soit A une partie simple de R%. Pour toutes fonctions f, g : A — K continues, pour tous
A p€eK, ona

i) //A (M (2, y) + pg(,y)) dedy = A//A f(x,y)dfvdy+u//Ag(w,y)dxdy,

ii) Si f est a valeurs positives, alors // f(z,y)dxdy > 0,
A

iii) Si f est a valeurs positives et // f(z,y)dzdy = 0, alors f est nulle sur A,
A

W) |[[ femdedy| < [ 1) ldwdy

v Proposition 2

Soient A, B deux parties simples de R? et f : AU B — K continue. Si AN B = (), alors

//AUB f(x,y)dxdyz//A f(:c,y)dxdy—i—//B f(z,y)dzdy.
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5.2 Intégrales triples

¢ Définition 6

(Théoréme de Fubini en tranches) Soit A une partie de R* décrite en "tranche" :
A={(z,y,2) €R* a<2<b, et (v,9) € D,}

oli a, b € R avec a < b, et pour tout z € [a,b], la tranche D, est une partie simple de R*.
Soit f: A C R* — K continue, on définit alors I'intégrale triple sur A comme

///A f(z,y, 2)dzxdydz = /ab (//Dz f(z,y, Z)dxdy) dz.

vy Proposition 3

(Théoréme de Fubini en piles) Soit A une partie de R* décrite en "pile" au dessus d'une
partie simple D de R? :

A={(z,y,2) €R® (z,y) €D et a(z,y) <2< B(x,9)}

ol D est une partie simple de R? et a et /3 sont deux fonctions continues sur D.
Soit f : A — K continue. Alors l'intégrale triple de f sur A est

///A f(#,y, 2)dwdydz = //D (/6(%?) f(z,y, Z)dz> dzdy.

a(z,y

¢ Définition 7
Soit A une partie de R? décrite en "pile" ou "tranche" (cf. Définition 6, Proposition 3), alors
le volume de A est donné par /// dxdydz.

A

() Remarque 1

Si f est une fonction continue, positive sur D, partie simple de R?, alors

//D f(z,y)dxdy = Vol(A)

A={(z,y,2) €R? (z,y) € D, 0 < z < f(x,9)}.
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FIGURE 5.5

4 Exercice 4
On considere le simplexe T = {(z,y,2) € [0,1; z +y + 2 < 1}.
Calculer Vol(T5).

Correction de 'exercice 4 :
Pour tout z € [0, 1], considérons (le triangle) T, = {(z,y) € [0,1]* 2 +y < 1— 2} =
{(z,y) € 0,1 =2 2 +y <1-2}.
On a alors
Ty = {(z,y,2) €ER? 2€[0,1] et (z,y) € T.}.

Par suite, d'apres Définition 6 (Fubini en tranches)

Vol(Ty) = /O 1 ( / /T z dxdy) dz

Ol(Aire(Tz))dz

1(1 — 2)2
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ou on a utilisé le fait que I'aire du triangle T, n’est autre que
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2éme facon :

1 1 z 1 Z—T
Vol(Ty) = / ( ( dy) daz) dz
0o \Jo
1 1 z
:/ ( 1—z—x)dx)dz
o \Jo
1 1 o 2 r=1—2
:/ [ - 3) ] dz
0 =0
1 2
:/ — Z> dz
0
B [_(1 — 2)31221
6 z=0
_ 1
=5
4 Exercice 5
On considére la boule unité fermée (pour la norme ||. [|2)

§2(0R37 1) - {(I,y,Z) € Rga 1’2 +?J2 + Z2 < ]-}

Calculer Vol(By(0gs, 1)).

Correction de ['exercice 5 :
Pour tout z € [—1,1], considérons D, = {(z,y) € R*; 2*4+y* < 1—2*} = By(0pe, V1 — 22).
On a alors

Bo(Ops, 1) = {(2,,2) € R* z € [~1,1] et (z,y) € Ba(Op2, V1 — 22)}.
Par suite, d'apres Définition 6 (Fubini en tranches)

Vol(By(0gs, 1)) = /_11 (/ . dxdy) dz

1
= [ Aire(D,)dz

-1
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(8) Remarque 2

Bien siir, toutes ces définitions se généralisent a des domaines de R", n > 1. Le théoreme

de Fubini ramene le calcul d’une intégrale sur un domaine de R"™ au calcul de n intégrales
successives sur des intervalles de R.

11
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