Chapitre 4

Intégrales a parametres

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

[l s'agit dans ce chapitre de mettre en place les outils permettant d’'étudier les fonctions définies
par des intégrales.

Il'y a en effet en analyse de nombreuses occasions de définir une fonction par une intégrale,
qu’on appelle aussi intégrale a paramétre (le paramétre étant la variable dont dépend la fonction
considérée).

Par exemple, on peut considérer la fonction I" d'Euller : elle est définie (on verra ca a la fin

+o0o
du chapitre) pour tout & > 0, par I'(z) = / t" te~dt.
0

4.1 Continuité des intégrales a parametres
¢ Théoreme 1

(Continuité des intégrales a paramétres) Soient A C R, I un intervalle de R et f une fonction
définie sur I x A a valeurs dans K. On suppose que :

i) Vo € A, la fonction f(.,x) :t+ f(t,x) est continue par morceaux sur I,
i) Vt € I, la fonction f(t,.) : x> f(t,z) est continue sur A,

iii) (hypothése de domination) il existe une fonction ¢ : I — R™ | continue par morceaux
et intégrable sur [ telle que

Ve e A, |f(tx) <e(t), Viel

Alors la fonction F': x +— /f(t,q;) dt est bien définie et continue sur A.
I

Démonstration. Soit x € A. La fonction f(.,x) est continue par morceaux sur [ d'aprés i) et
d’apreés iii), son module est majoré sur I par la fonction ¢ continue par morceaux et intégrable
sur [.
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Par suite, f(.,x) est intégrable sur I (i.e. 0 < / |f(t, z)|dt < +00) et donc /f(t,x)dt e K.
I T
On a donc montré que pour tout x € A, F(x) € K. D'ou F est bien définie sur A.

Montrons que [’ est continue sur A.
Soit a € A. Montrons que F' est continue en a. Pour cela, on va utiliser le critéere séquentiel
de la continuité.
Soit donc (z,), une suite d'éléments de A qui converge vers a. Montrons que la suite
(F(xy,))nen converge vers F(a).
Notons pour tout n € N, f,, la fonction f(.,z,) définie sur I par f,(t) = f(t,x,) pour tout
tel. Ona:
a. Yn € N, f,, est continue par morceaux d'apres i),
b. La suite de fonctions (f,), converge simplement sur I vers la fonction f(.,a) d'aprés
ii) avec f(.,a) continue par morceaux d'apres i).
En effet, pour tout ¢ € I, la fonction f(t,.) : © — f(t,z) est continue sur A d'apres ii).
Comme lim z,, = a, on déduit que lim fult) = lim f(t,z,) = f(t,a).

c. D’aprésiii), il existe ¢ : I — R*, continue par morceaux et intégrable sur I tel que
VneN, |f,(t)] <pt), Vtel ie.VneN|f,]<¢ surl.

Par suite, d'aprés le théoréme de convergence dominée du Chapitre 1, la suite (F'(z,)), =

(/ fn(t))dt> converge et a pour limite /f(a, t)dt = F(a).
I n I
On a donc montré que pour tout suite (x,,), d'éléments de A qui converge vers a, la suite

(F(x))nen converge vers F'(a). Par suite F' est continue en a, pour tout a € I et donc F'
est continue sur [. O

ngxercice 1

+o0
Pour z € R, on pose F(z) = / sin(zt)e™" dt. Montrer que F est bien définie et continue
0
sur R.

Correction de ['exercice 1 :
2
Pour (t,z) € RT x R, posons f(t,r) = sin(xt)e”" de sorte que pour tout x € R, F(x) =

+00
/0 F(t,2)dt.
Ona:

i) Vz € R, la fonction f(.,x) : t — f(t, ) est continue (par morceaux) sur R™ car les
fonctions sinus et exponentielle sont continues sur R,

i) Vt > 0, la fonction f(t,.) : @ — f(t,x) est continue sur R car la fonction sinus I'est
sur R,
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i) Vr € R, on a
|f(t,z)| = |sin(zt)|e™ <e ¥ =p(t), Vt>0,

avec la fonction ¢ est continue (par morceaux) et intégrable sur R™.

En effet, ¢ est continue sur R™ car exponentielle est continue sur R et ¢ — —t% I'est
aussi.

Montrons que ¢ est intégrable sur R,

En effet, o est continue sur RI donc intégrable sur tout segment [0, ] C [0, +o00[ et au
voisinage de +00, ¢(t) = o(t—2
au voisinage de +oo (intégrale de Riemman avec & = 2 > 1), on déduit que ¢ est
intégrable au voisinage de +oco et par suite sur [0, +00].

) par croissance comparée. Comme ¢ — e est inégrable

Par suite, d'aprés le Théoreme 1 de continuité des intégrales a parameétres, la fonction F' est
bien définie et continue sur R.

gExercice 2

Pour > 1, on pose F(z) = / V' + costdt. Montrer que F' est bien définie et continue
0
sur [1, +o0.

Correction de I'exercice 2 :
Pour (t,x) € [0,7] x [1,400], posons f(t,z) = v/x + cost de sorte que pour tout = € R,
F(z) = / F(t,2)dt.
0
On a
i) Vx > 1, la fonction f(.,x) : t — f(t,x) est continue (par morceaux) sur [0, 7] car
cosinus est continue sur R et u — /u est continue sur R™,

i) Vt € [0, 7], la fonction f(t,.) : =+ f(x,t) est continue sur [1,+oo[ car u — y/u est
continue sur R* et # > 1 (2 + cost > 0 pour tout t € [0,7]) ,

iii) Soit b> 1. On a Vz € [1, 0],

|f(t,2)] = vz + cost < Vb+ cost = py(t), Vt € [0, 7).

De plus, la fonction ¢ est continue sur le segment [0, 7] (car cosinus est continue sur
R et u — \/u est continue sur R™) et donc intégrable sur le segment [0, 7].

Par suite, d'apres le Théoréme 1 de continuité des intégrales a paramétres, la fonction F' est

bien définie et continue sur [1,b], Vb > 1 et donc définie et continue sur | J[1,b] = [1, +o0|.
b>1
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4.1.1 Utilisation du Théoréme de convergence dominée

Le Théoreme 1 dit que quand a € A, lim/ F(t,2)dt = / lim f(t, z)dt.

T—a I I:E%CL
On peut généraliser ce résultat quand a est adhérent au domaine A, a réel ou infini, grace
encore une fois au Théoréme de convergence dominée.

Voici un exemple :

4 Exercice 3
TOO 22 . o .
1. Montrer que F : x > / e dt est bien définie et continue sur R.
0

2. Déterminer lim F(z)et lim F(x).
T—r+00 T——00

Démonstration. 1. Soit
f: R" xR — R
(t,x) +— e =7

On a

i) Pout tout z € R, f(.,x) : ¢t — f(t,x) est continue (par morceaux) sur R™ car
exponentielle et u — u? sont continues sur R,

i) De méme, pour tout t > 0, f(t,.): = — f(t,x) est continue sur R.

iii) Soient a, b € R tel que a < b.
On a pour tout = € [a, b],

242

1f(t,z)| < e @ = p.(t), V>0

ot ¢ = min(|al, |b]) (on a utilisé le fait que y — ¢ ¥ est décroissante sur R et
que |z| > ¢.)

La fonction ¢, est continue (par morceaux) sur R™ et est intégrable sur R™.

En effet, . est continue sur R™, car exponentielle I'est, et est donc intégrable sur
tout segment [0,d] C [0, +oo. X
12
t— 2 est inégrable au voisinage de +o00 (intégrale de Riemman avec o = 2 > 1),

Au voisinage de +00, on a 0 < ¢.(t) = o(—) par croissance comparée. Comme
o

on déduit que . est intégrable au voisinage de 400 et par suite sur [0, +o0].

Par suite d'aprés le Théoréeme 1, F' est bien définie et continue sur tout segment |a, b]

de R et donc bien définie et continue sur | J[a,b] = R.
a<b



4.1. CONTINUITE DES INTEGRALES A PARAMETRES 5

2. Soit (x,,), une suite d"éléments de R qui tend vers +o00. Comme liqgn x, = +00, on peut
supposer x,, > 1, Vn > 0.
Considérons pour tout n € N, f,, := f(.,z,) : R — R définie par f,(t) = e~ Tt pour
tout t > 0.
On a

i) Pour tout n € N, f, = f(.,z,) est continue (par morceaux) sur R* d’aprés 1. i)
(ou redire car car exponentielle et u — u* sont continues sur R),

i) Convergence simple de (f,), sur RT.
Soit to Z 0.

a. Sitg =0, pour tout n € N, f,,(0) =1 et donc lim £, (0) = 1.
b. Sitg > 0, comme lirrlnxn = +00, ligbn ful(to) = 0.
Par suite, la suite de fonctions (f,,), converge simplement sur R* vers h : R" — R

définie par h(0) =1 et h(t) = 0 pour tout t > 0.
La fonction & est continue par morceaux sur R* (continue partout sauf en 0),

i) Vn e N, on a |f,(t)] = e " < e = (t) pour tout t € R* et donc
Vi, [ful <¢ sur RY

avec la fonction ¢ continue (par morceaux) sur R et est intégrable sur R (méme
preuve que celle pour ¢, dans 1.).

Par suite, d'aprés le Théoréme de convergence dominée, (les f, et h sont intégrables
sur R" et) on a

“+00

+oo
lim F(z,) = lim Fult)dt = /O h(t)dt = 0.

n——+oo n—+oo Jo

Conclusion : On a donc montré que hI}_l (z,) = 0 pour tout suite réelle (z,,), tel
n—-—+0oo
que liTanxn = 4-00.
Par suite lim F(z) = 0.
T—>+00

On montre pareil que 1_1>rn F(z) = 0 (en supposant cette fois x, < —1 pour tout n).

—00

]



6 CHAPITRE 4. INTEGRALES A PARAMETRES

4.2 Dérivabilité des intégrales a parametres
v Théoréme 2

(Dérivabilité d'une intégrale a parameétre)
Soient [ et J deux intervalles de R. Soit f : (t,2) — f(t,z) une fonction définie sur [ x J
a valeurs dans K. On suppose que

i) Y € J, la fonction f(.,x) est continue par morceaux et intégrable sur /,

of

i) Vt € I, f(t,.) est dérivable sur J ie. Vt € I, %(t,a:) existe pour tout z € J

(respectivement Vt € I, la fonction f(¢,.) est C' sur J i.e. Vt € I, la fonction
of of

5 (t,.) : x — ==(t,x) est bien définie et continue sur .J),
7

ox
of of

i) Vo € J, la fonction —=(.,z) : t — —==(t, ) est continue par morceaux sur I,

ox ox

iv) il existe une fonction ¢ : I — R™ , continue par morceaux et intégrable sur I telle que

of

<(t), Vtel.

Alors la fonction F' : x +— /f(tx)dt est bien définie et dérivable (respectivement de classe
I

C") sur J et on a
af

VYreJ Fl(x)=
z € J, (z) e

(t,z)dt.

Démonstration. D'apres i), puisque Vz € J, la fonction f(.,x) : t — f(t,x) est continue par
morceaux et intégrable sur I, la fonction F' est bien définie sur J.

Soit a € J. Montrons que I est dérivable en a.

Posons V(t,z) € I x J

f(t,l‘) — f(t7a)
ga<t7x): o r—a
—f(t7a) si xt=a

ox

si x # a,

Flz)—F
Fz) - Fla) _ / ga(t,z)dt. On va appliquer le Théoréme 1 de
r —a I

continuité des intégrales a parameétres a g,,.

Notons que pour =z # a,

a) Yz € J (y compris pour z = a), la fonction g,(.,z) : t — gu(t,z) est continue par
morceaux sur [ d'aprés i) et iii).

b) Vt € I, la fonction ¢,(t,.) : * — ga(t,z) est continue sur J d'apres ii) (y compris
pour x = a). En effet, pour z # a c'est dii au fait que f(¢,.) est continue sur J (car
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1
dérivable) et u — — continue sur R*. Et pour x = a, on a par définition de gf(t a),
x
f(tal') B f(ta CL) af
= = t
pour tout = # a, g.(t, ) P e B —(t,a) = ga(t,a).
c) Vx € J, on a, d'aprés l'inégalité des accroissements finis et iv),
t
vVt e, |ga(t, r—a < < Y(t).
€1, |ga(t, z) g(taﬂ Lo sup | o (fu)) < 9(t)
ox B

Par suite, d'apres le Théoreme 1 de continuité des intégrales a paramétres, la fonction G,

T = / ga(t,x)dl est bien définie et continue sur J et donc en particulier continue en a. On
J

F(x) — Fa)

r—a
et donc que F' est dérivable en a avec

en déduit que le taux admet une limite finie quand z tend vers a égale a G, (a)

F(z)—-F
P = iy T = I Ge) = Gale) = [ G0

Ainsi, F' est dérivable en a, Va € J, donc sur J et sa dérivée s'obtient par la dérivation sous
le signe intégrale.

o y 9 : :
Enfin, si on suppose en plus dans ii) que Vt € I, © — 8f(t,x) est continue sur J ( i.e.
x
la fonction f(t,.) est C' sur J), on a d'aprés le Théoréme 1 de continuité des intégrales

a paramétres appliqué cette fois-ci a la fonction 9z (3 vérifier les hypotheses), la fonction
x

F' iz / gf(t, x)dt est continue sur .J et donc F est de classe C'" sur J. O
1 0x
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Par récurrence, on en déduit du Théoreme 2, le Corollaire suivant pour les dérivées d'ordre
supérieur.

vy Corollaire 1

(Intégrale a paramétre de classe C? )
Soient [ et J deux intervalles de R. Soit f : (t,z) — f(t, ) une fonction définie sur I x J
a valeurs dans K et p € N*. On suppose que

i) Vo € J, la fonction f(.,x) est continue par morceaux et intégrable sur I,

k
i) Vt € I, la fonction f(t,.) est C? sur J i.e. Vk = 1,...,p, la fonction (%J’:(t’ )rx =
k
g;]:(t,x) est bien définie et continue sur J,
i) Vk=1 Va € J, la fonction i( x) it ak—f(t x) est continue par morceaux
; 7"'7pv ' 8$k ) : 833'k ) p
sur 1,

iv) Vk = 1,...,p, il existe une fonction 14, : I — R , continue par morceaux et intégrable
sur [ telle que

Alors la fonction F': z +— /f(t,:z;)dt est définie et de classe C? sur J et on a
I

Ve=1,..,p, Ve eJ F®@) =[=={(t2)dt

Et le Corollaire suivant :
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v¢ Corollaire 2

(Intégrale a paramétre de classe C* )
Soient [ et J deux intervalles de R. Soit f : (t,z) — f(t,2) une fonction définie sur I x J
a valeurs dans K. On suppose que

i) Vo € J, la fonction f(.,x) est continue par morceaux et intégrable sur I,

k
ii) pour tout ¢t € I, la fonction f(t,.) est C*° sur J i.e. Vk € N*, g{(t") AN
95
k
gx{:(t,x) est bien définie et continue sur J,

ok ok f

i) Vk € N*, Vo € J, la fonction W(,x) Dt Bk

sur I,

(t,x) est continue par morceaux

iv) Vk € N, il existe une fonction vy, : [ — R™ , continue par morceaux et intégrable sur
I telle que

ok f

Vo € J, %(t,x) < (), Vtel.

Alors la fonction F': x — /f(mx)dt est définie et de classe C* sur J et on a
I

I

gExercice 4

+oo
Pour z € R, on pose I'(z) = / t" et dt.
0

Quel est le domaine de définition de I'?

Montrer que T' est continue sur |0, +00].

Montrer que I' est C* sur ]0, +oc], et calculer T® pour tout k € N*.
Montrer que I est strictement convexe.

Montrer que I" est log-convexe.

@ O & W@ =

a) Montrer que pour tout z > 0, I'(z + 1) = 2T'(x).
b) En déduire I'(n + 1) pour tout n € N et un équivalent de I" en 0.
c) En déduire lim T'(z).
z—0t
S 2 1
7. On rappelle que / e du = \/2% (Intégrale de Gauss). Calculer F(§)
0

8. Etudier les variations de I' et donner |'allure de son graphe.
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Correction de 'exercice 4 :

1. Considérons pour tout =z € R,

fo 10,4 — R
t — T le

On a pour tout z € R, f, > 0 et continue sur |0, +00| (car exponentielle est continue
sur R et pour tout o € R, I'application ¢ — t* est continue sur |0, +00]).
Donc I'(x) est bien définie lorsque f, > 0 est intégrable sur |0, +o0|.

Comme pour tout x € R, f, est continue sur |0, +00[, elle est donc intégrable sur tout
segment [a, b] CJ0, +00], reste le probleme au voisinage de 0 et de +o0.

1
Au voisinage de 0, 0 < f,(¢) o 7t = - (car lin& e”" = 1) donc f, est intégrable
N —x _

au voisinage de 0 ssi 1 —x < 1 (on s'est ramené a une intégrale de Riemann au voisinage
de 0) i.e ssi z > 0.
Au voisinage de +o0,

1
0< L), =_ o) (1)
) z+1
car tEeroot fu(t) = tlgrnoo = 0 par croissance comparée.

1
Comme t +— 2 est intégrable au voisinage de +o00, intégrale de Riemann convergente

au voisinage de +oo car « = 2 > 1, on déduit de (4.1) que f, est intégrable au voisinage
de +o0.

Par suite, f, est intégrable sur |0, 400[ ssi > 0 et donc le domaine de définition de I"

est |0, +o0.
2. Soit
f 10, +00[x]0, +o0[ — R
(t,x) o T let
Ona:

i) Vo > 0, la fonction f(.,x) = f, :t+ t""'e”" est continue sur ]0, +oo| (voir 1.),

i) Vt > 0, lafonction f(t,.) : 2+ t*"'e™" est continue sur ]0, 00| car exponentielle
est continue sur R (t* 1 = e(xfl)lnt),

i) Soit 0 < a < b < +4o0.
On a Vz € [a, ],

VS0, |f(ta) = e = e < gt) =

et Ssio<t<1
et sit>1

car y — tY est décroissante sur R si 0 <t < 1 et est croissante sur R si ¢ > 1.
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On a g est continue sur |0, +o0o[ (méme en 1) et intégrable sur |0, +o00]. En effet,
comme g est continue sur |0, +00[, elle est donc intégrable sur tout segment [c, d] C
10, 400, reste le probléme au voisinage de 0 et de +oc.

1
Au voisinage de 0, 0 < g(t) o ot = ——-, on se ramene donc a une intégrale
~ -
de Riemann convergente au voisinage de 0 car 1 — a < 1 (comme a > 0) et donc
g est intégrable au voisinage de 0.

Au voisinage de +00,
0<g(t) = o(;) (4.2)

car lim t’g(t) = lim — =0.

—+o0 t—+oo et
Comme t — 7 est intégrable au voisinage de +o00, intégrale de Riemann conver-

gente au voisinage de +00 car @ = 2 > 1, on déduit de (4.2) que g est intégrable
au voisinage de +o00.

D'ou g est intégrable sur |0, 00|

Par suite, d'aprés le Théoréme 1, T' est bien définie et continue sur tout segment |a, b]
avec 0 < a < b < 400 et donc bien définie (on le savait déja d'aprés 1.) et continue
sur ]0,4oc0[= (J [a, D).
0<a<b<+oo
3. Montrons que I est de classe C*°. On a

i) Yz > 0, la fonction f(.,x) = f, est continue et intégrable sur ]0, +oo[ d'apres 1.

ou 2.(i) et iii)),
i) Vt >0, la fonction f(t,.): z — t*le™ = @Dt~ a5t O sur |0, 400 et on
ak
aVk € N*, Vo > 0, %(t,x) = (Int)* " e "
i) Vk € N*, Vo > 0, la fonction i( x) it — ﬁ(t z) = (Int)*" e est
' ' ok Oxk )

continue sur ]0,+oo[ car In, ¢ — e ' et Va € R, ¢t — {* sont continues sur

10, +oo[ et Vk € N, u +— u* est continue sur R.
iv) Soient 0 < a < b < 400 et soit k € N*.

On a Vz €la, b,
ok f baz—l —t IInt/Ft*te™ sio<t<1
R e T - < =

vt>0, Oxk (t2)) = [t < gi(t) IInt/F¢"te™ sit>1

méme justification que dans 2..

On a g est continue sur ]0, +oo[ (méme en 1) et intégrable sur 0, +-o0] .

En effet, comme g, est continue sur ]0, +00], elle est intégrable sur tout segment
[e, d] C]O, +o0].

Au voisinage de 0 (on suppose 0 < ¢ < 1), 0 < gi(t) ~ |Int[Fet = (=1)F(Int)*¢*!
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intégrable au voisinage de 0 car on se rameéne a une intégrale de Bertrand au voi-

intégrable au voisinage de 0, intégrale de Riemann au voisinage de

sinage de 0 avec & = 1 — a < 1 donc convergente (ou dire que gi(t) = o(tlj
2

avec t —

1_a
t a ’ . . .
0 avec 1 — 5 < 1, donc convergente) et donc gy, est intégrable au voisinage de 0.

Au voisinage de +o00,

0<gi(t) = o) (4.3)
tb+1 (h’l t)k
. 2 IRT . . /
car tEeroot gr(t) = tlgrnoo — = 0 par croissance comparée.

Comme t — 2 est intégrable au voisinage de 400, intégrale de Riemann conver-

gente au voisinage de 400 car & = 2 > 1, on déduit de (4.3) que g, est intégrable
au voisinage de +o00.
D'ou gy est intégrable sur |0, +o0].

Par suite, d'apres le Corollaire 2, I" est de classe C*° sur |a, b[, VO < a < b < 400 donc

sur]04+oo[= (J Ja,b[etona
0<a<b<+oo
+oo Hk o0
Vk e N*, Vo >0, I'®(z) :/ IS4 2yt :/ (Int)*e=1e dt.
o Ozk 0

. Montrons que I" est strictement convexe. D'aprés 3., on a

+oo
Ve>0, I'(z)= / (Int)*" e tdt >0
0

car Vo > 0, V¢t > 0, (Int)*" e > 0.
Donc I est convexe. Montrons qu’elle est strictement convexe.
Soit & > 0. Supposons que

" ‘+OO 82 +OO
I (z) = / I 4wy dt = / (In )2t~ dt = 0, (4.4)
o Ox? 0
2
Comme W(,x) : t — (Int)*t*'e™" est continue et positive sur |0, +ool, on déduit
T
82
alors de (4.4) que aé(,x) = 0 sur |0, +oo[, absurde car pour tout ¢t > 0, t # 1,
T
92 f
] (t,z) > 0.

D'oti I (2) > 0 pour tout 2 > 0 et donc I' est strictement convexe.

. Montrons que I' est log-convexe cad montrons que InoI' est convexe.

Notons tout d’abord que In o I est bien définie sur |0, +-00] car I est strictement positive
sur |0, +o0.
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+o00
En effet, soit x > 0. On a I'(z) = / fz(t)dt > 0 car f, > 0 sur |0, +o0l.
0

Supposons que I'(z) = 0. Comme f, est continue, positive, on aurait alors f, = 0 sur
10, +-00[, absurde car pour tout ¢ > 0, f.(¢) > 0.
On aen plus InoT est C? (méme C*) sur ]0, +oo], car In et I le sont, avec

()

Vo >0, (InoT")(z) T(2)

et donc
_ T"(@)(z) - F’Q(:c)‘

Vo >0, (Inol)"(z) T2(2)

Or d’apres 3. et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

I"(z) = ( /0 +Oo(lnt) tr et dt)
([ (VETe) (Vi Te ) ar)

2

+o0 +oo
< ( / t" et dt) ( / (Int)*" et dt>
0 0
=T'(x)I'"(z).
T T _ F/2
On en déduit alors que Vo > 0, (InoD)"(x) = (@)I() () > 0. Par suite

I'?(z)
Inol" est convexe i.e. I' est log-convexe.

+oo
6. a) i) Soitxz >0.0nal(z+1) = / t"e~"dt. Par intégration par parties,
0
(u(t) =%, v'(t) = "), on obtient

x+1) = Tgrfm[—txe_t]ioir + 2T (z) = aT'(x)

car lim —T%e~T =0 par croissance comparée.
T—+o0
b) D'apres a), on a Vn € N*, I'(n+ 1) = nI'(n) i.e.

Vn>2 TI'(n)=mn-1I'(n—-1)

+0o0
avec I'(1) = / etdt = lim [—e ]2l =1.

0 T—+o00

lére méthode :
On montre par récurrence que

VYn e N* I'(n) = (n— 1) (4.5)

En effet :
- Initialisation : (4.5) est vraie pour n =1, I'(1) =1 = 0.
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-Hérédité : Supposons que (4.5) est vraie pour n > 1ie. I'(n) = (n — 1)! et
montrons qu'elle reste vraie pour n + 1 i.e. montrons que I'(n + 1) = n!.
D'aprés a), I'(n + 1) = nI'(n) = n(n — 1)! = nl.
Par suite, d'apres le principe de récurrence, (4.5) est vraie pour tout n > 1.
2éme méthode :
OnaVn>2,T(n)=(n-1)IMn-1), donc
I'(n)=(n—-1Cn-1)
'n=1)=Mn-2'Mn-2)
re)y=1rI1)=1
En multipliant ces n — 1 égalités, on obtient pour tout n > 2, I'(n) = (n—1)!.
C'est aussi vrai pour n = 1, par suite pour tout n > 1, I'(n) = (n — 1)! .
i) Cherchons un équivalent de I" en 0.
OnaVz >0, 2l'(x) =T'(z + 1) donc
1
I(z)=-T(z+1). (4.6)
x
Comme d’aprés 2., I' est continue sur |0, 00| et donc en particulier en 1, on
aalors limI'(z+1) =T(1) = 1.
z—0 1
Par suite, on déduit de (4.6) que I'(x) ~ —.
z—0t X
1
d'apres 6.b),ii) lim I'(z) = lim — = :
c) On a d'apres 6.b),ii) lim (x) Jim — +00
7. On a

1 +o0
T((z) = / t2e " dt.
2 0

Avec le changement de variables u = v/t (t = u?),
du = —=dt = —dt <= dt = 2udu, t =0 <= uv =0, t - +00 < u — +00, on
2/t 2u

obtient

1, e e oo
') = / 2udu = 2/ e " du = /7.
2 0 u 0

. Puisque la fonction T est strictement positive sur |0, +oo[ (d'aprés 4.), la fonction I

est strictement croissante sur ]0, +00].
D'autre part, I" est continue sur [1,2] et dérivable sur |1, 2[ (car dérivable sur |0, +00|)
avec I'(1) = I'(2) = 1 (d'apres 6.). Par suite, d'apres le théoreme de Rolle, il existe
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zo €]1,2[ tel que I'(xy) = 0. Comme I" est strictement croissante sur ]0, +oo| , on
déduit que T est strictement négative sur |0, o[ et strictement positive sur |zq, +00].
On a donc montré qu'il existe zo €]1, 2] tel que I est strictement décroissante sur |0, 2]
et est strictement croissante sur [zg, +00].

Cherchons lim I'(x).
r——+00

Comme la fonction I" est (strictement) croissante sur [2, 400, on a d'aprés 6., pour
tout = > 3,
FNx)>x—-—1l'(z—-1)>(xz—-1I'(2) =2 — 1.

Par suite, lim I'(z) = +o0.
T—+00

r -1
De plus, toujours d'apres 6., pour tout z > 1, ﬁ _— I'(x—1) — 400 (
x T—>+00

T
car EIJP ['(x) = 400). On en déduit que le graphe de I" admet en +o0o une branche

parabolique de direction (y'y).
Allure du graphe de I :

7 4+
6 +
5 +
>
4 -
4 Il
S
34
24
1+

FIGURE 4.1 — graphe de I’
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