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Feuille 5 : Différentielle d’ordre k et fonctions de classe C*
CORRECTION

Exercice 1. Composées et fonctions de classe C!
Soit f : R? — R une fonction de classe C*.

1. On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t2). Montrer que g est de classe C! et calculer ¢/(t) en
fonction des dérivées partielles de f.

2. On définit h : R? — R par h(u,v) = f(uv,u? + v?). Montrer que h est de classe C! et exprimer

ses dérivées partielles % et % en fonction des dérivées partielles % et %.

Correction.

1. La fonction t +— (2 + 2t,1?) est de classe C! car ses coordonnées sont des fonctions polynomiales.
Ainsi g est de classe C! par composition. On écrit g(t) = f(u(t),v(t)) avec u(t) = 2 + 2t et
v(t) = t? et on obtient

VteR, J(t)= u’(t)%(u(t), v(t)) + v’(t)g—‘;(u(t), v(t)) = 2%(2 +2t, %) + 2t§—£(2 + 2t,1%).

2. L’application (u,v) — (uv,u? + v?) est 1a encore de classe C! car chaque coordonnée est polyno-

miale, donc A est de classe C! par composition. Notons r(u,v) = uv et q(u,v) = u? + v?, alors,
comme h(u,v) = f(r(u,v),q(u,v)) on obtient

oh or 0 0 0
7 (u,v) = %(u, v) a—i (r(u,v), q(u, v))—&-fq (u, v)a—ch

u (r(u,v), q(u,v)) = val(itv7u2+v2)+2ital(1tv7u2+v2),

Ox oy

et de la méme fagon,

Gt = 5 .0 3 0 00,0+ 5w 0) 2L ). g, 0) =

af af
uzl
x

3 (uv,u2—|—v2)+2@8 (uv, u?+0?),

Exercice 2. Fonctions de classe C!
Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C*.
3

T
1. f:R% = R, telle que ¥(z,y) # (0,0), f(z,y) = T—!y—yz et £(0,0) =0.
2. f:R? =R, telle que V(x,y) # (0,0), f(x,y) = 22y? In(z? + 3?) et £(0,0) = 0.

Correction.

1. Commeonazt+y? =0 — 2* =9y?> =0 < (z,y) = (0,0), il est clair que f est de classe
C1 sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions de classe C'*. Etudions la fonction en (0, 0). Pour
cela, on calcule ses dérivées partielles en tout point (z,y) # (0,0) :

87‘]0( ) _ y3(3$4 — yQ) 87‘]0
o0 YT T 2 By

De plus, on a, pour tout h # 0 et k # 0,
f(ka) - f(0,0)

f(h,O)—f(0,0) _ _
f—o T—O,

vy (32 + y?)
(xh +42)2

(x,y) =

ce qui veut dire que

of

ox

of

(070) = Dy

(0,0) =0.



Montrons que les dérivées partielles de f sont continues en (0,0). En effet, on a, quand (x,y) —

(0,0),
O o] = |-LBF =) o 3P Wl 3@+l vy | et 4 o)
oz @122 | (@t ry2)? " @ rg?)? o (@4 + 42)? (@4 1 2)?

< 3ly| + |yl =4[yl =0

en utilisant le fait que V(z,y) € R?, a* <2t +92, y? < 2? +y? et y* < (2* +32)? (qui découle de
I'inégalité précédente). De méme, quand (z,y) — (0,0),

of

2004 | 2
|y (32t +97)
L o] -

3|y ely' _ 3lel(@t +97)? | |of(e +y?)?
(21 4 42)2

S @22 (@t 2)2 T (a4 y2)2 (24 + 42)2

= 4|z| — 0.

La fonction est donc de classe C* en (0,0), et donc sur R2.

2. Il est clair que comme 22 + 732 <0 <= 22 =92 =0 < (2,9) = (0,0), f est de classe C* sur
R*\{(0,0)} comme produit et composée de fonctions de classe C''. Etudions la fonction au point
(0,0). Par symétrie des variables x et y, f(x,y) = f(y,x), on ne traite que la continuité de % au

point (0,0). On a, pour tout point (z,y) # (0,0) :

of 2 2 2 22%y?
Y (2, y) = 22121 =y
ax(xay) Yy n(ac +y )+x2+y2
De plus, on a, pour tout h # 0,
h )
et ainsi %(0,0) = 0. Enfin, pour tout (z,y) # (0,0), on a
of 2 2 2 22%|y|?
o | < 2l 42+ 210

2(22 + 2|yl
2 + 32
<2|(z,y) 51 ||z, y)[15 x [z +2[y[> =0

< 2(a® + y?)|In(a® + y?)| x |2] +

quand (z,y) — (0,0) car 7In7 — 0 quand  — 0T. On en déduit que 2L est continue en (0,0) et

T
donc %5 I'est aussi par symétrie des variables, et f est donc de classe C! en (0,0), c’est-a-dire sur

R2.

Exercice 3. Soient o € R et f : R?> — R définie par
w22 '

fay) =3 @ry2)e (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

1. Montrer que f est continue sur R? si et seulement si o < 2.

2. Montrer que pour tout o € R, f admet des dérivées partielles en tout point de R2.

3. Déterminer toutes les valeurs de « pour lesquelles f est différentiable en (0, 0).

4. Déterminer toutes les valeurs de o pour lesquelles f est de classe C! sur R2.
Correction.

1. Pour tout a € R, f est continue sur R?\{(0,0)} comme quotient (si @ > 0 ou produit (si o < 0)
de fonctions continues. Pour tout (z,y) # (0,0), on a

m2y2 ($2 _,’_y2)2 _

2 2\2—«
(x2+y2)a =< (I2+y2)a (:ﬂ +y ) '

|f(z,y)| =



Si2—a > 0, c’est-a-dire a < 2, alors lim(mﬁy)%(oyo)(x2+y2)2_a = 0 et donc lim, ) (0,0) f(z,y) =
0 = £(0,0), ce qui veut dire que f est continue en (0,0), donc sur R2.
Si a0 > 2, alors pour tout z # 0, on calcule

€T €T

flz,z) = W = T9a

qui ne tend pas vers 0 quand xz — 0. En effet, 4 — 2a < 0 et donc :

e s0it 4 — 2a = 0, c’est-a-dire a« = 2, et f(z,z) = i #0,

e s0it 4 — 2a < 0, c’est-a-dire @ > 2, et f(x,z) — +oo quand x — 0 car 4 — 2a = 2(2 — «).
Dans ce cas, on en déduit que f n’est pas continue en (0,0).
. 1l est clair que f est différentiable sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions différentiables.
Ainsi, f admet des dérivées partielles en tout point de R?\{(0,0)}.
Montrons que f admet des dérivées partielles en (0,0). Il suffit de calculer, pour tout h # 0 et

k #0,

h ’ k
qui tendent tous les deux vers 0 quand h et k tendent vers 0. Ainsi, f admet des dérivées partielles
en (0,0) qui valent 0.

. Si f est différentiable en (0,0) alors sa différentielle est nulle. Pour (h, k) # (0,0), on calcule

=0

|f(h, )| h?k?

||(h7 k)||2 B (h2 + k2)o¢+% )

et ce quotient tend vers 0 si et seulement si o + % < 2 (mémes arguments qu’a la question 1.),
c’est-a-dire a < % On en déduit que f est différentiable en (0,0) si et seulement si o < %

. La fonction f est de classe C* sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions de classe C'. Si f

est de classe C! en (0,0), alors nécessairement f est différentiable et o > % On calcule, pour

(z,y) # (0,0),
g( - 22y (2% + y* — ax?) g< )= 2yz*(2® +y* — ay®)
or Y T T @y oy Y T @ e

puis on majore de la facon suivante
ﬁ(x ) 2lxly? (2 + v + |af2?)
gz oY= (22 + y?)ot!

o 2V P + ) (@ 4y ol (@ £ y?)

= (22 + y2)ot1

2(% +y*)3 (1+ |af)
(22 + y2)ot!
<201+ |a|)(2? +y?) .

Par symétrie des variables x et y, on trouve aussi
0
L] <20+ laha + 2

Ainsi, si 3 — o > 0, c’est-a~dire a < 3, on a que lim(, ) (0,0 2(1 + |a]) (2* + y2)3 = = 0 et ainsi

of of of
Lz, y) =0=22(0,0) = =-(0,0),
(2.9)2(0,0) Dy (.9) 0.0 ©.0)

of B

(2.9)>(0,0) Oz

et donc les dérivées premiéres de f sont continues et ainsi f est de classe C' en (0,0), et donc sur
R2.



Exercice 4. Preuve fausse a corriger

Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.

Soit g : R? — R tel que g € C?*(R*\{(0,0)}). Soit f: R? — R définie par f(z,y) = xyg(x,y). Montrons,
quelque soit g, le théoréme de Schwarz est toujours vrai au point (0,0), c¢’est-a-dire

a2f( ) = Of
oxdy ' Oyox

(0,0).
En effet, pour tout y € R, on a

- flay) = f0y) o ayg(ey) o _of
lim po = lim === = lim yg(z,y) =y lim g(z,y) = 7" (z,0).
De méme, on a, pour tout x € R,

lim f(x,y) — f(l‘,O) — lim xyg(x,y)

. . af
Py y—0 P —gg%xg(x,y)—x;g%g(x,y)—afy(&y).

On obtient donc %(0,0) = %(O, 0) =0 et ainsi

i g(.1)) = 53 (0.0).

z—0

= lim
y—0 Yy y—0

lim
y—0

200 Y0y
0 - (

On trouve, de méme, ( 0) = lim (hm g(z, y)) Comme, quelque soit g, on a toujours

z—0 \ y—0

lim (hm g(z, y)) = lim (hm g(z, y)>

y—0 xz—0 \ y—0

alors on a bien que 2-4-(0,0) = 2-L(0,0) et le théoreme de Schwarz est vérifié.
Oy(?;v Bzay
Correction. Les erreurs commises sont les suivantes :

1. Pour pouvoir calculer les dérivées partielles (nulles) de f en (0,0), il faut poser f(0,0) = 0.

2. La premiére limite vaut, pour y € R,

ili%T = ywh_r)%g(x,y) = %«Ly)a
le point est donc (0,y) au lieu de (z,0).
3. La deuxiéme limite vaut, pour x € R,
Sy — f,0) _9f
;li)% T = 372}1_1)%9(9579) = @(x’o)’
le point est donc (z,0) au lieu de (0, y).
4. La troisiéme limite est en fait
7 (0,y) — 3£(0,0) o2
: oz Y ox \7 _ f
lim PSR = i (T g(,9)) = 55 (0,0).

5. Il existe g tel que hm (hm g(z, y)) # lim (hm g(z, y))

z—0
2

—V s son a 2(R?
2 (z,y) # (0,0), alors on a g € C*(R*\{(0,0)})

comme quotient de fonctions de classe C? dont le dénominateur ne s’annule pas, et

Par exemple, si g est définie par g(x,y) =

2 2
lim (hm g(z, y)) = lim x— =1, et lim (hm g(z, y)) = lim —y = -1

y—0 y—0 ;L’ z—0 z—0 y



Exercice 5. Soit f : RZ2 — R définie par

y4

fay) ={ Zrgp S @9 700
0 si (z,y) = (0,0)

1. Montrer que f est de classe C! sur R2.

2. Montrer que aa;gy (0,0) et 6‘91}25; (0,0) existent et sont égales.

2 2
3. Montrer que ;Tafy et 51—5; ne sont pas continues en (0, 0).

Correction.

1. Tout d’abord, il est clair que f est de classe C'! sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions de
classe C! dont le dénominateur ne s’annule pas. Etudions le caractére C* de f en (0, 0). Pour cela,
on montre que les dérivées partielles de f sont continues en (0,0). Pour tout (x,y) # (0,0), on a

of 2zy4 of 213 (222 + y?)
@y = A (TY) =
Ox (22 +y?) dy (22 +y?)
On a donc
4 /2 2( 2 22
O (22 1 y2)2 (22 1 y2)2
quand (x,y) — (0,0), et
3
of 2y|*(22° +2¢%) _ 4y/a? +y* (2® +y°)
== < < = 4y/22 + 12
adﬁw— @2 (@) R
quand (z,y) — (0,0). Reste a calculer, pour h # 0 et k # 0,
h ’ k k
qui tendent tous les deux vers 0 quand h — 0 et £ — 0. On a donc montré que
of of
2L0,00= 2L 0,00=0
0.0 = 2 (0.0)

et donc que les dérivées partielles premiéres de f sont continues en (0,0). Cela montre que f est
de classe C* en (0,0), et donc sur R?.

2. Calculons, pour h # 0 et k #£ 0,

af af
92(0,k) — 8£(0,0) _o wh9-500
k ’ h
qui tendent tous les deux vers 0 quand A — 0 et kK — 0. On en déduit que
o*f 0% f

3. Calculons, pour (z,y) # (0,0),
=Ly = - S
Oxdy Y= Oyox Y= (x2 +y?)3

et on a donc, pour x # 0,
ﬁ(x z) = ixﬁ -1
oxdy T (222)3

2 2
qui ne tend pas vers 0 quand x — 0. On en déduit donc que ;Tafy et %

en (0,0).

ne sont pas continues



Exercice 6. Différentiabilité seconde
Soit f : R? — R définie par

in (TE=9)Y g
fa,y) =4 Y <2<m+y>) Saty 0

0 siz+y=0
1. Etudier la continuité de f.
2. Etudier la différentiabilité de f.
3. Montrer que %(0, 0) et %(0,0) existent et les calculer.
4. Que peut-on en déduire ?
Correction.
1. 1l est clair que f est continue sur A = {(z,y) € R? : z + y # 0} comme produit et composée de

fonctions continues. Soit (zg, —zg) € R?\ A. Alors on sait que

_ .2
Y = —xp.

im
(z,y)—(x0,~z0)

m(z—y)
2(z+y)

Ainsi, si 29 # 0, alors f n’est pas continue en (xg, —x) alors que si g = 0, on a

En revanche, la fonction (x,y) — sin( ) n’a pas de limite en (xg, —xg) mais est bornée.

. (m(x— y))
lim Ty sin =0= f(0,0),
(2.) (20r—20) (2(x +9) £0,0)

car zy — 0 et sin est bornée, et f est continue en (zg,—x¢) = (0,0). On en déduit que f est

continue en tous les points de R? & part les points (x,y) tels que 2 = —y # 0 (c’est-a-dire
x +y =0 mais (z,y) # (0,0)).
Notons E I'ensemble des points oul f est continue, ¢’est-a-dire les points (x,y) tels que x = —y # 0

ou (z,y) = (0,0). Soit (x,y) € E.

Cas 1:si (z,y) # (0,0), alors x+y # 0 et f est de classe C! en (z,y) comme produit et composée
de fonctions de classe C'! en ce méme point.

Cas 2 : si (z,y) = (0,0), alors on a, pour tout (h, k) € E\{(0,0)},

< < = [[(h,k)ll2 =0
(R, E)||2 1R, B)ll2 — (I(R, )2
quand (h, k) — (0,0). On en déduit que f est différentiable en (0,0) et que D(g ) f est nulle.
Pour tout y # 0, on a

o Sy = fOy) o flhy) o m(h—y)\ T
gz (Ov) = limy h = = _;llféy51n<2(h+y))_ysm( 2)_ Y.

Ainsi, on obtient

90(0,y) — %L(0,0)  —y

= — = —1’
Yy Y
et donc 68;5; (0,0) existe et vaut —1.
De méme, pour tout x # 0, on a
k) — k —k
g(x,()) = lim fla k) = (@, 0) = lim @, k) = lim 2z sin mlz = k) = xsin (E) =
oy k—0 k k=0 k k—0 2(x+ k) 2
Ainsi, on obtient
5L (2,0) = 3L(0,0) B
x x ’

et donc %5;(07 0) existe et vaut 1.



4. Comme

0% f 0% f
0,0)=—-1#1= 0,0
3y3x( '0) 7 85683/( 0)
on en déduit donc, d’aprés le théoréme de Schwarz, que f n’est pas deux fois différentiable en

(0,0).

Exercice 7. Matrices hessiennes
Déterminer les matrices hessiennes des fonctions suivantes sur leur domaine de définition.

1. f:R® =R, f(z,y,2) = (x +y + 2)2.
2. f:R?2 =R, f(z,y) =2 +y* - 2(z — y)2
3. f:R3 =R, f(z,y, 2) = sin(zyz).

4. F:RA\{(0,y) €R?:y € R} > R, f(x,y) = sin® (%)

Correction. Les fonctions données dans cet exercices sont deux fois différentiables comme sommes et
composées de fonctions deux fois différentiables sur leur ensemble de définition. Elles admettent donc
des dérivées partielles premiéres et secondes sur cet ensemble.

1. On calcule facilement, pour tout (z,y, z) € R3,

o (w.2) = G (@0,9) = () = 2a g +-2).
On a donc
o2 f o2 f o2 f o2 f o2 f o2 f

aTay(ﬂ%yyz) = m(%yaz) = m(%%z) = @(%%2) = ain(UCaZ%Z) = @(%%2) =2.

La hessienne de f au point (z,y, z) est donc

2 2 2
Hy(z,y,2) =1 2 2 2
2 2 2
2. On a, pour tout (z,y) € R?
Tew =1 —1e-9, Ly -1 -1-o),
et on obtient donc
*f 2 o*f 2 o*f
Ly =122 -4, TLl(zy) =122 -4 —4
5z (& Y) o4 g (z,y) voh Gy (z,y) =4,
et la hessienne de f au point (z,y) € R? est
1222 — 4 4
3. Pour tout (,y,z) € R3, on calcule
of of
a—x(amy, z) = yz cos(xyz), a—y(m, y,z) = xz cos(xyz), a(x,y, z) = aycos(xyz).



et on a donc

0 f 2 .
50 (z,y,2) = zcos(zyz) — zyz* sin(zyz)
oy
0% f 2 .
W(:ﬂ,y, z) = ycos(xyz) — xy zsin(xyz)
0z
0°f (z,y,2) = xcos(zyz) — 2’yzsin(zyz)
9y Y, 2) = Y Y Y
2
LI
x
2
%(x’y’ 2) = —x?2%sin(zyz)
O f

=L (@0,2) = —a*y sin(ay?).

et ainsi la hessienne de f au point (z,y, z) est

—y%2? sin(zyz) zcos(zyz) — xyz?sin(zyz) ycos(ryz) — xy’zsin(zyz)
Hy(z,y,2z) = | zcos(zyz) — zyz?sin(xyz) —2222 sin(xyz) x cos(zyz) — x2yz sin(zyz)
ycos(xyz) — xy’zsin(ryz) xcos(ryz) — x?yzsin(ryz) —2?y? sin(xyz)

4. Pour tout (x,y) € R? tel que z # 0, on a

2y 2
Wy =-202) Uy ),

et ainsi

o%f 2y (xsin (273’) + y cos (%”))

Pp2 (@ Y) = por

2 2 (y 2 (y

%(%y) _ 2 (cos (T)xQ sin® (£))

0% f zsin (2) + 2y cos (2)

Oxdy (z,9) = - a3 ’
ce qui implique que la hessienne de f au point (z,y) est

2y(msm(2y)4+ycos(2y)) _xsin(%)+32ycos(%y)
Hi@y) = | oo fraeon(2)  2(cort (1) Tuin(2))

3 2

Exercice 8. Formules de Taylor-Young — Applications du cours
Ecrire la formule de Taylor-Young :

1. 4 l'ordre deux pour une fonction de trois variables;
2. a l'ordre trois pour une fonction de deux variables;
3. a lordre treize en (0,0) pour f(x,y) = v° + 23y — 22 + 4.
Correction.
1. Soit f: Q C R3 — R avec Q ouvert. Pour tout (h, k,£) et pour tout (xg,yo,20) € ol f est deux
fois différentiable, tels que (zo + h,yo + k, z0 + £) € Q, alors on a, quand (h, k,¢) — (0,0,0),

f(xo + h,yo + k, 20 + £)
0 0 0
= f(zo,y0,%0) + afi(ffoyym z0)h + a*';(xovyo, 20)k + Fi(xmyoa 20)l

82 82 2
(6 ‘z(xo, Yo, z0)h* + 87}*5(%071/0, 20)k* + ER J;(;vo,yo, Zo)£2>

82 2 2

0
+ o @0t 20 )b 50 o o)+ T .20kl + o0 4 £2),



2. Soit f: Q) C R? — R avec Q ouvert. Pour tout (h, k) et pour tout (x¢,y) € 2 ot f est deux fois
différentiable, tels que (xg + h,yo + k) € , alors on a, quand (h, k) — (0,0,0),

f(xo+h,yo + k)

= f(zo,y0) + %(xo,yo)h + %ch(xmyo)k

y? 0x0y

<83f 0 0 f o f

2 82 62
( f(l‘o, yo)h® + f(ﬂfo, yo)k* + 2 / (xo,yo)hk)
1
5 (I07yo)h2k+3a 507 (xo,yo)hk2>

(zo,yo)h® + 5 ($07yo)k3 +3555

BN 9220y

3. Il est clair que, comme toutes les dérivées partielles de f, qui est un polynéme de degré 5, d’ordre
6 et plus s’annulent, on a, pour tout (h, k) € R?

fOO+nh,0+k)=f(hk)=k>+h’k —h? + k.

Ce polynome est I’exacte approximation de lui-méme au voisinage de (0, 0).

Exercice 9. Formules de Taylor-Young — Calculs
Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes :

o f:R?2 =R, f(z,y) =222 + 3cos(xy) ;

* g:R* =R, g(z,y) =™ + (z +y)*;

e h:R? = R, h(z,y) = arctan(a? + y).
Puis déterminer les formules de Taylor-Young a Pordre 2 en (0,0) pour f, en (1,0) pour g et en (0,0)
pour h.
Correction. Les fonctions données dans cet exercices sont deux fois différentiables comme sommes et
composées de fonctions deux fois différentiables sur R2. Elles admettent donc des dérivées partielles
premiéres et secondes R2.
Pour tout (z,y) € R?, on a

of . or .
%(x,y)—élw 3y sin(xy), ay(gc,y)— 3z sin(xy),

et donc
0? 0? 0? .
G ) = 4= 3y eos(o), 5L (0.y) =30t cos(an), 5L (.) = ~3aycos(ay) — 3sinay).
De méme 9 5
9 () =3 )Py, Sy = 3w+ y)? + we
et donc
82g Yy 829 Yy 829 Yy
_ 7, v J _ 1, — T 1 )
) = +aty) TS = 6 +y), () = ey + 1)+ 6 )
Enfin on a
o) = g Do) =
A R o R T GO N &
et donc
@(x y) = 2(—3z* — 222y + 42 + 1) 627/1(1; y) = — 2(2? +y) 9%h (@) = — 4z (22 + y)
2z (@192 +1)E 0 9™ (@ + 92+ 12 Oz (2 + )2+ 1)

Formule de Taylor-Young a l'ordre 2 :



1. en (0,0) pour f. On calcule f(0,0) = 3, et

af B of B
a—x(0,0) =0, M (0,0) =0,
ainsi que
0% f B 0% f B 0% f B
Fro) (0,0) = 4, 02 (0,0) =0, 920y (x,y) =0.

On obtient donc, pour (h, k) — (0,0),
f(h,k) =3+ 2h% + o(h? + k?).
2. en (1,0) pour g. On calcule g(1,0) =2 et

dg B dg _
%(170) *37 ay(xvy) *47

ainsi que
0%g 0%g 0%g
_— 1 g —_— frng —_— — .
Ox2 (1,0) =8, Oy? (@y) =17, Oxdy () =7

On obtient donc, pour (h, k) — (0,0),
g(1+ h,k) =2+ 3h + 4k + 3h* + ng + Thk + o(h? + K?).

3. en (0,0) pour h. On calcule h(0,0) = arctan(0) =0 et

oh oh
%(070) - 07 Fy(wﬂy) - 17

ainsi que

0%h 0%h 0%h

0172 (Oa 0) ) 3y2 (l’, y) Oa 8x8y (l‘, y) 0
On obtient donc, pour (k,¢) — 0,

h(k,0) = £+ k* + o(k* + 7).

Les trois exercices suivants sont a faire en autonomie, pour s’entrainer a faire quelques
calculs avec des dérivées partielles.

Exercice 10. Applications harmoniques

Pour toute fonction f : R™ — R, on définit le Laplacien de f par Af = Z a—g
x
k=1 "k
1. Montrer que pour h : R? — R définie par h(z,y) = e’ =y’ cos(2zy), on a Ah = 0.
2. Que peut-on dire du Laplacien de la fonction g : R™\{(0,0)} — R définie par g(z) = In ||(z,y)||2?
Correction.

1. Tl suffit de calculer les dérivées partielles secondes et de les ajouter (au pire des cas, vérifier vos
résultats avec Wolfram Alpha).

2. Méme chose, et on trouve Ag = 0.



Exercice 11. Calculs avec le Laplacien
Soit U = {(z,y,2) € R®: (z,y,2) # (1,0,—1)}. On considére I'application f : U — R définie par

V(z,y,2) €U, fla,y,2) = V(@ = 1) +y2 + (2 + 1)
1. Montrer que f est de classe C* sur U et que pour tout (z,y,z) € U,
f(@,y,2)Af (z,y,2) = 2.
2. En déduire que 'application g : U — R définie par

1
f(z,y,2)

est harmonique sur U, c’est-a-dire que V(z,y, 2) € U, Ag(z,y,z) = 0.

v(mayvz) € Ua g(xay,z) =

Correction. La fonction f est de classe C* comme composée de fonctions de classe C* car (x —1)2 +
y? + (2 +1)2 > 0 pour (z,y, z) # (1,0, —1). Le reste est du simple calcul, en remarquant que

a0=5(5) =2 (7) +o (5) + 2 (3)
Oy 0 0,
=0 (‘ f2f> O (_ff> o (‘ f2f>

LR = 0u)2f0uf)  LPORF — (0,210, ) fPORf — (9.0)(2f0-f)

ft /4 f4
AT @+ (0,0 + (0.5
=7 IE
A V£|3
WL/

Exercice 12. Laplacien en coordonnées polaires
Soit f : R%\{(0,0)} — R une fonction de classe C? et soient (r,#) les coordonnées polaires standard dans
le plan de telle sorte que 'application

10, +00[x]0, 27 [— R?\{(0,0)}, (r6) > (z,y) = (rcosh,rsinb)
soit un changement de variable. Soit F' :]0, +00[x]0, 27w[— R la fonction définie par
F(r,0) = f(rcos,rsind).

Il s’agit de I'expression de f en coordonnées polaires. Le but de cet exercice est de calculer le Laplacien
en coordonnées polaires, c’est-a-dire :
0% f 0% f 0*F 10F 1 0%F
Af(z,y) = 55, y) + any(J?,y) = (rf)+ ;E(T’ 0) + ﬁﬁ(rve)'

T 9z 72

1. Montrer que

82F+18F_18 OF
a2 "ror " rar\"or )
of of

oF
2. Montrer que TW = m% + ya—y

of  of

oF
3. Montrer que 20 = xa—y yax.

4. Utiliser les résultats des questions précédentes et démontrer la formule demandée.

Correction. Aucune correction détaillée n’est nécessaire. Il suffit juste de suivre I’énoncé et d’utiliser
les formules de dérivation des fonctions composées.



