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Feuille 5 : Différentielle d’ordre k et fonctions de classe C*

Objectifs OUI | NON
Déterminer la différentielle seconde d’une application et sa hessienne
Montrer qu'une application est de classe CF
Appliquer le théoréme de Schwarz
Ecrire la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 (voire 3)

Exercice 1. Composées et fonctions de classe C!
Soit f : R? — R une fonction de classe C*.

1. On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,t?). Montrer que g est de classe C! et calculer ¢'(¢) en
fonction des dérivées partielles de f.

2. On définit h : R? — R par h(u,v) = f(uv,u?® + v?). Montrer que h est de classe C! et exprimer

ses dérivées partielles Oh ot 9h on fonction des dérivées partielles ﬂ et 2L,
ou v ox oy

Exercice 2. Fonctions de classe C!

Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C?.
3
1. f:R? - R, telle que ¥(z,y) # (0,0), f(z,y) = mfiin et £(0,0) = 0.

2. f:R? = R, telle que V(x,y) # (0,0), f(x,y) = 22y? In(z? + 3?) et £(0,0) = 0.

Exercice 3. Soient o € R et f : R? — R définie par
w22 .
fay)={ @rgme o @700

0 si (x,y) = (0,0)

1. Montrer que f est continue sur R? si et seulement si o < 2.

2. Montrer que pour tout o € R, f admet des dérivées partielles en tout point de R?.
3. Déterminer toutes les valeurs de « pour lesquelles f est différentiable en (0, 0).
4

. Déterminer toutes les valeurs de o pour lesquelles f est de classe C'* sur R2.

Exercice 4. Preuve fausse a corriger

Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.

Soit g : R? — R tel que g € C2(R?\{(0,0)}). Soit f : R? — R définie par f(zx,y) = xyg(x,y). Montrons,
quelque soit g, le théoréme de Schwarz est toujours vrai au point (0,0), c’est-a-dire

0% f 0% f

En effet, pour tout y # 0, on a

i J@0) = FO) L rygay)

. . of
lim po lim === = lim yg(z,y) =y lim g(z,y) = 5~(=,0).



De méme, on a, pour tout x # 0,

i L@ ) = f(2,0) . ayg(z.y)
y—0 Yy —0 y—0 Yy

. o _of
= ilg%fvg(z,y) = lim g(z,y) = 67/(0, Y)-

On obtient donc %(070) = %(0, 0) =0 et ainsi

of of of
lim 3,0 = 5,00.0) lim a0y _ lim (lim g(x y)) = ﬁ(o 0).
y—0 y—0 y—0 y y—0 \z—0 ’ Oydx "’
) O f . . ) .
On trouve, de méme, ——=—(0,0) = lim ( lim g(x,y) |. Comme, quelque soit g, on a toujours
aai)y z—0 \ y—0

lim (Tim g(z,y)) = lim (gig})g(w)) 7

y—0 \z—0 z—0

alors on a bien que 8(93;ng (0,0) = 6(2:26]; (0,0) et le théoréme de Schwarz est vérifié.

Exercice 5. Soit f : R? — R définie par

y4

fla,y) =4 22142 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

1. Montrer que f est de classe C* sur R?.

2. Montrer que %(O, 0) et 8‘9;—6];(0,0) existent et sont égales.
9% f
oxdy

9% f
Jyox

3. Montrer que et ne sont pas continues en (0, 0).

Exercice 6. Soit f : R? — R définie par

e y)) :
zysin | ——= six + 0
o = v (T v
0 siz+y=0
. Etudier la continuité de f.
. Etudier la différentiabilité de f.
. Montrer que 86:1:25{3,/ (0,0) et aa:gz (0,0) existent et les calculer.
. Que peut-on en déduire ?

O

Exercice 7. Matrices hessiennes
Déterminer les matrices hessiennes des fonctions suivantes sur leur domaine de définition.

1. f:R® =R, f(z,y,2) = (x +y + 2)2.

2. [ RZ =R, f(z,y) =2 +y* —2(z — y)*

3. R =R, f(z,y,2) = sin(zyz).

A f Y

:R2\{(0,y) € R? : y € R} = R, f(z,y) = sin® (;)

Exercice 8. Formules de Taylor-Young — Applications du cours
Ecrire la formule de Taylor-Young :

1. a l'ordre deux pour une fonction de trois variables;

2. a lordre trois pour une fonction de deux variables;



3. alordre treize en (0,0) pour f(x,y) = v° + 23y — 22 + 4.

Exercice 9. Formules de Taylor-Young — Calculs
Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes :
o f:R? 5 R, f(x,y) =222 + 3cos(xy) ;
o g:R® =R, g(z,y) = e + (x +y)°;
e h:R? = R, h(x,y) = arctan(z? + y).
Puis déterminer les formules de Taylor-Young & l'ordre 2 en (0,0) pour f, en (1,0) pour g et en (0,0)
pour h.

Les trois exercices suivants sont a faire en autonomie, pour s’entrainer a faire quelques
calculs avec des dérivées partielles.

Exercice 10. Applications harmoniques
n 62f

Pour toute fonction f:R™ — R, on définit le Laplacien de f par Af = ok
x
& k

=1
1. Montrer que pour h : R? — R définie par h(z,y) = e’ v cos(2zy), on a Ah = 0.
2. Que peut-on dire du Laplacien de la fonction g : R™\{(0,0)} — R définie par g(z) = In ||(z, y)||2?

Exercice 11. Calculs avec le Laplacien
Soit U = {(z,y,2) € R3: (z,y,2) # (1,0,—1)}. On considére I'application f : U — R définie par
V(@,y,2) €U, fla,y,2) = V(@ - 12+ 52+ (z + 1)
1. Montrer que f est de classe C*° sur U et que pour tout (z,y,2) € U,
[y, 2)Af(x,y,2) = 2.

2. En déduire que I'application g : U — R définie par

1
f(z,y,2)
est harmonique sur U, c’est-a-dire que V(z,y, 2) € U, Ag(x,y, z) = 0.

V(z,y,2) €U, g(x,y,2)=

Exercice 12. Laplacien en coordonnées polaires
Soit f : R2\{(0,0)} — R une fonction de classe C? et soient (r,#) les coordonnées polaires standard dans
le plan de telle sorte que ’application

10, +00[x]0, 27 [— R2\{(0,0)}, (r6) + (z,y) = (rcosh,rsinh)
soit un changement de variable. Soit F' :]0, +00[x]0, 27r[— R la fonction définie par
F(r,0) = f(rcosf,rsin).

Il s’agit de I'expression de f en coordonnées polaires. Le but de cet exercice est de calculer le Laplacien
en coordonnées polaires, c’est-a-dire :
0% f 0% f 0*F 10F 1 0%F
A = — —= =—r0)+-——(r0)+ = —5(r,0).

fley) = 5309+ G (ey) = Gyt + S 5o 0+ 5 5 ()
PP 10F _10 (0F
oz Trar ror\'or )

F

2. Montrer que r%—r = x% + yg—‘;

OF 0 0
3. Montrer que 20 = ma—z — ya—i;

4. Utiliser les résultats des questions précédentes et démontrer la formule demandée.

1. Montrer que



