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Feuille 4 : Différentiabilité
CORRECTION

Exercice 1. Preuve fausse a corriger
Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.
Soit f: R? — R telle que, pour tout (h,k) € R?,

(k) = JO,0)] _ e |sin(? + %) _ 1
I(hB)E h2 + k2 = b2+ k2

+00

quand (h,k) — (0,0), car |sin(t)| < 1 et e=t < 1 pour tout t € R. Ainsi, f n'est pas différentiable en
(0,0).
Correction. Les erreurs dans cette preuve sont les suivantes :

1. On doit écrire ces inégalités pour (h, k) # (0,0).

2. Onae " <1 pourteR,; (et non pas R).

3. L’argument est clairement faux, car ce n’est pas le bon quotient & considérer pour étudier la

différentiabilité. De plus, majorer ce quotient par quelque chose qui tend vers 'infini ne donne
aucune information sur la limite de ce quotient.

Montrons que f est différentiable en (0,0). Pour tout (h, k) € R*\{(0,0)}, on a

£ ) = Q.01 _ e fsinG2 K] gz sl R B)

IhB) N ) (B, k)13

Or, on a, quand (h, k) — (0,0), ||(h,k)|l2 — 0 et il suffit donc de déterminer, en posant ¢ = ||(h, k)||2,
_2sin(t?) _2sin(t?)

sin(t?)

. . 2 . _ : _
t]gr(l) te 2 . Comme hmt_m (& =1let llmt—>0 12 - 17 on trouve que }g% te 2 =0et
donc hok 0.0
lim |f(7 )_f(7)‘207
(hk)=0,0) (B, K)]]2

donc f(h,k) — f(0,0) = o(]|(h, k)||2) ce qui prouve que f est différentiable de différentielle nulle.

Exercice 2. Calcul de différentielles - Applications directes du cours

Déterminer les différentielles Dy, f pour chacune des applications f et des points x( suivants.
1. f:R=>R, f(z)=—-4z+ 1, zg = /7.

‘R =R, f(x) =e® + 2% —sin(x), o = 0.

‘R?2 5 R, flo,y) =3z —y, 10 = (1,2).

:R?2 - R?, f(z,y) = (22 +y, 32 — 2y), 29 = (0,0).

(R?2 5 R, f(x,y) = 3||(x,9)13 + (x,9), z0 = (1,—1) ott & : R? — R est bilinéaire.

R X R = R, f(z,y) = 3z1y1 — 3z1y2 — 4a1ys — T2y1 + 322y2 + 3x3y1 + 623y2 — 93ys,

xo = ((0,0,1),(1,-1,0)).

Correction.
1. On a, Vh € R, Dﬁf(h) = —4h car pour tout z € R, f'(z) = —4.

. On a, Vh € R, Dy f(h) = 0 car, pour tout x € R, f'(x) = e” + 2z — cos(x) et f'(0) = 0.

. On a, V(h, k) € R?, D 2y f(h, k) = 3h — k puisque [ est une application linéaire.

. On a, V(h, k) € R?, D0y f(h, k) = (2h + k,3h — 2k) car f est une application linéaire.
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5. On a, Y(h, k) € R?, D, —1yf(h, k) = 6((1,=1), (h,k)) + ®(1,k) + ®(h, —1) = 6h — 6k + (1, k) +
O(h,—1).

6. Comme f est bilinéaire, on a Dy, f(h1, ha, hg, k1, k2, k3) = f((0,0,1), (k1, ka2, k3))+f((h1, he, h3), (1,—1,0)),
c’est-a-dire onf(hh hg, hg, kl, kg, kg) = 3]€1 + 6k2 - gkg + 3h1 + 3h1 - hg - 3h2 + 3h3 - 6h3 =
3ky + 6ko — 9k3 + 6hy — 4ho — 6hg.

Exercice 3. Différentielle a ’origine du carré de la norme
Soit N : R™ — R, une norme sur R” et f : R™ — R définie pour tout = € R" par

1. Montrer que N n’est pas différentiable en 0.
2. Montrer que f est différentiable en 0 et donner sa différentielle Dy f.
Correction.

1. Supposons que N soit différentiable en 0, alors, pour tout h € R™,
N(h) = DoN(h) = o(N(h)),

h#0

et ainsi

En remplacant h par —h, on obtient de méme

i (1 2 ) =0

ho N(h)

En sommant ces deux limites, on obtient que 2 = 0 ce qui n’a pas de sens. N n’est donc pas
différentiable en 0.

2. On a, pour tout h € R™,

on en déduit donc que f est différentiable en 0 et Do f = 0.

Exercice 4. Dérivées directionnelles
Soit f : R? — R définie par

F@,y) :{ yInlz| siz#0

0 sinon

1. Montrer que f admet en (0,0) une dérivée suivant tout vecteur
2. f est-elle différentiable en (0,0)?
Correction.

1. Soit v = (v1,v2) € R?, alors on a

lim f((0,0) + tv) - f(070) — lim f(tvlatUQ) )
il t 20
tuy, t 0
Si vy =0, alors 1%M:E:O,

t£0

Si vy # 0, alors

tog, t t?v21n |t
&iir(}f(v%w):1§I%M:1grgtln\t|v%+tvgln|vl\:0.

t#0 t#£0 t#£0

On a donc of 0,0) = 0 pour tout v € R?.

811(



1

2. Soit y # 0, alors on consideére le point (e +?,y) qui tend vers (0,0) quand y — 0. De plus, on a

1

Wy #0, fle,y)=1%0.

Ainsi, f n’est pas continue en (0,0), donc non-différentiable en ce point.

Exercice 5. Calcul de dérivées partielles
Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes et préciser le domaine de validité des calculs.

2,y) = VAT T g

L f(zy

2. f(z,y) = xcos(z + 2y).

3. f(z,y) =av.

4. f(z,y) = ;23132

5. f(z,y) = arctan(2z — 3y)
6. f(z,y) = In(z? + y?).

1. Soit (z,y) € R™\{(0,0)}, alors

‘ﬁ(x . al(x Y=L
3x » Y /7{1:‘2—|—y2’ 8y » Y ,—x2+y2.

2. Soit (z,y) € R?, alors

of

of _ :
32 (x,y) = cos(x + 2y) — xsin(z + 2y), a—y(x, y) = —2xsin(z + 2y).

3. Soit = > 0 et y € R, alors f(x,y) = e¥"(*) et ainsi
0
8—£(x7y) = gey @) — gyt —f(:r,y) = In(z)e?"®) = 2¥ In(z).

4. Soit (x,y) € R™\{(0,0)}, alors

ﬁ( )7y272xy7x2 g( )7:& —2xy —y
o0 T @y YT T )
5. Soit (z,y) € R?, on a
of 2 of 3
PGy AN LG ey e T
6. Soit (x,y) € R™\{(0,0)}, alors
U= L=,
oz Y 22 4+y2 Oy Y w2 4y?

Exercice 6. Différentielles de fonctions composées
Soit f:R — R et g : R? — R deux fonctions différentiables. Justifier que les applications suivantes sont
différentiables et calculer leur différentielle.

1. $:R—=R, x— g(x,—x).

2. ¥ :R? 5 R, (z,y) — g(y, z).

3. h:R2 SR, (2,y) = f(@+g(z,y)).

4. k:R? 5 R, (z,y) = f(zy?g(z,y)).

5. 0:R? 5 R, (z,y,2) — f(2? + 3% + 22).



Correction.

1. Soit z,h € R, alors
9
Dao(h) = &)t = 522, ~0) = G (o —2) ) .

2. Soit (z,y) € R% et (h, k) € R?, alors

(y,z)h + @(y,x)k

0

99
dy
3. Soit (z,y) € R? alors

oh

Sowa = (14 S £+ gl

et on obtient donc, pour tout (z,y) € R? et (u,v) € R? :

Dy h(u,v) = (1 + gi(:c,y)> Fx+glr,y)u+ g—z(x, ) f (x+ gz, y))v.

4. Soit (z,y) € R? alors

Gt = (o) + 0§l ) £ taton)). Gt = (2eaon) + 007 5 w0)) £ ralen)

et on obtient donc, pour tout (z,y) € R? et (u,v) € R? :
Dk _ (.2 209 o2 9 209 o2
@ k(uwv) = | g(@y) +ay” 5 (z,y) ) @y gz, y))ur{ 2yg(z.y) + 2y ay(w,y) @y g(z,y))v
5. On a, pour tout (x,y,2) € R? et tout (u,v,w) € R3,

D(g,y,2)t(u, v, w) = 2f/(m2 +y° + 22) (zxu+yv + zw) .

Exercice 7. Calculs de différentielles
Déterminer la différentielle de chacune des applications suivantes sur leur domaine de définition :

1. f:R? = R?, f(z,y) = (sin(xy), 2% — y?)
2. f:R?2 = R3, f(a,y) = (2%, y%23, 2 + 3y)
3. f:R3 = R% f(x,y,2) = (2¥ + arctan(z), z cosh(2? + y?))
4. f:R =R f(x) = (22, cos(x), arctan(x®), sinh(z? — 1)).
Correction.
1. Soit (z,y) € R? et (h, k) € R?, alors, en notant f = (f1, f2), on obtient que

Dz f1(h, k) = ycos(xy)h + x cos(xy)k, Dy fa(h, k) = 2xh — 3y°k.

et donc
Dy f(h k) = (ycos(zy)h + x cos(zy)k, 2zh — 3y2k) .

2. Soit (z,y) € R? et (h, k) € R?, alors, en notant f = (f1, f2, f3), on obtient que
Dy fi(h, k) = 2zh, Dy fo(h, k) = 32°y*h + 2y2®k, D, f3(h, k) = h+ 3k,

et donc
Dy f(h, k) = (2zh, 32°y*h + 2y2°k, h + 3k) .



3. Soit (r,y,2) € R et (h,k,¢) € R3, alors, en notant f = (fi, f2), on obtient que

Y l
D(m,y,z)fl(hﬂ k, g) = ;xyh + ln(x)xyk + m

Dy y 2y f2(h, k,0) = 222 sinh(x2 + y2)h + 2yz sinh(x2 + y2)k: + cosh(a:2 + y2)£,
et donc

, ¢ : .
Dyy ) f(h k€)= (zxyh + In(x)zYk + T2 22z sinh(2? 4 y?)h + 2yz sinh(2? 4 y?)k + cosh(z? + yz)f)

4. Soit z € R et h € R, alors

5xth

Dmf(h) = <2.f['h7 — Sin(x)h, m,

22 cosh(z? — 1)h>

Exercice 8. Contre-exemple
Soit f : R? — R la fonction définie par

2

)= migE S @ # 00
0 si (z,) = (0,0)

1. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0).

2. La fonction f est-elle différentiable en (0,0) ?
Correction.

1. Soit t # 0, alors

f(ovt)_f(ovo) f(t,O)—f(0,0)

=0 et =0.
t t
On en déduit que %(0,0) = 2—5(0, 0)=0.
2. On remarque que, pour tout ¢ # 0,
tt 1
tt)= ——=-#0
f6t) = g =5 #

et donc que f n’est pas continue en (0,0) et donc non-différentiable en (0, 0).

Exercice 9. Différentiabilité a ’origine
Soit f : R? — R définie par

2% sin # si (x
=1 <<x,y>|2) (#,9) #0,0)

si (z,y) = (0,0)

1. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0).
2. Si f était différentiable en (0,0), déduire de la question précédente quel serait sa différentielle.
3. Montrer que f est différentiable en (0,0).
Correcton.
1. Soit t # 0, alors, quand ¢t — 0,

t |¢] ’

f(O,t) — f(0,0)
t

Donc f admet des dérivées partielles nulles en (0, 0).

=0—0.



2. Si f est différentiable en (0,0), on aurait nécessairement Do f(h, k) = 0 pour tout (h,k) € R?
d’aprés la question précédente.

3. Pour tout (h, k) # (0,0), on a, quand (h, k) — (0,0),

2 | 1
|F(h k) = £(0,0)] _ [P sin (et )| < P MW BIE i o
(R, E)][2 [[(hs k)2 Rl (IR, )2 ’
On en déduit que f est différentiable en (0,0) et que sa différentielle est bien Dg o) f(h, k) = 0
pour tout (h, k) € R2.

Exercice 10. Calculs de matrices jacobiennes, de différentielles et de jacobiens
Déterminer la matrice jacobienne, la différentielle et le jacobien (quand il existe) des applications f
suivantes au point a donné.

1. f:R2 =R, f(z,y) = sin(2?y), a = (1,0).
2. f:(R*)?2 =R f(z,y) = (1 — ;,612y>, a=(1,-1).

x
3. fiR3 =R f(o,y,2) = (x — v, 2 +y, %03, —2*9?), a = (—2,0,1).
4. f:R3 = R3, f(x,y,2) = (sin(z), —zcos(y),z +y + 2), a = (7,0,0).
5. f:R3 = R3 f(r,0,6) = (rcosfcos ¢, rsinfcos ¢, rsing), xg = (1,0, ).
Correction.

1. On calcule les dérivées partielles de f :

of

of
_— = 2 —_— = 2
B (z,y) = 2wy cos(x?y), By (z,y) ==

cos(z%y)

et donc, au point a, on a

of _ of _
(10 =0 5 (L0 =1,

et donc
Jr(1,0) = ( 0 1 )

La différentielle de f en a est donc

Daf(hyk):Jf(l»O)(Z):(O 1 )(Z)=k-

2. On calcule les dérivées partielles de f = (f1, f2) :

%(x )__i %@ )_i
81‘ )y - .1'/'2’ ay 7y - y2
Ofe, o e Ofs,
8.%‘ ( ay) - 21’6 Y, 8y (xay) =e
et donc, au point a, on a
8f1 8f1
—1-1)=—-1 —(1,-1)=1
SL1-1) 5 (1)
8f2 —1 afQ 1
—(1,—-1) =2 —2(1,—-1) =
g (LD =271 SR -1)

et donc

On en déduit que, pour tout (h, k) € (R*)2, on a

D(l,fl)f(h7 k) = Jf(lv_l)( Z ) = ( 2;}1 6}1 ) < Z ) = ( 267::;:571]{ )

De plus, le jacobien de f au point a vaut det(J¢(1,—1)) = —e™! —2e7! = -3¢ 1.



3. Les dérivées partielles de [ =

(f1, f2, f3, f1) sont

of _ of L of1
(9117 (‘T7yvz)_1a ay (l’,y,Z)— 17 a (.’L‘ Y,z )_O
8f2 o an o 6f2 _
%(x,y,z)—o, a—y(x,y,z)—L E(m,ywz)—l
[E] o022 fs 3 Ofs
0fa _og 9 _ oyt O 3 2
ox (.’E,y,Z) - 01 ay (.’E,y,Z) - 2yZ 9 9z ((E Y,z ) —4z v,
et donc, au point a, on a
of df1 df1
8&0(201) ay(201) 82(201) 0
(9f2 8f2 an
8x(201) 0, ay(ZOl) 82(201)
6f3 6f3 8f3
3:5(201) 0, 8y(201) 0, az(xy,)—o
6f4 8f4 8f4
8m(201) 0, 8y(201) 0, 82(201) 0,
et ainsi
1 -1 0
0o 1 1
‘]f(_270a 1) - 0 0 0
0 0 0
ce qui permet de calculer, pour tout (h,k, /) € R3,
1 -1 0 h—k
h h
0o 1 1 k+/¢
D(a0.1)f(h, ke, £) = (201)(k): 0o o (k:): N
12 l
0 0 0 0
4. Les dérivées partielles de f = (f1, f2, f3) sont :
of _ df1 _ af B
or (.’IJ,y,Z) - COS(‘T>7 aiy(xvywz) - Oa E(Q%yaz) =0
df2 B Of2 . df2 B
87(3773/72) - 07 aiy(x7yaz) - ZSlIl(y), E(iayaz) - _COS(y)
fs O O
8.’13 (x,y,z) - ]-7 8y (x,y,z) - 17 32’ (LC Y,z ) - 11
et donc, au point a, on a
of of1 of1 _
o ——(m,0,0) = By ——(m,0,0) =0, E(W,O,O) =0
df2 df2 of2
5g (M 0,0) =0, 8y( ,0,0)=0, —=(m,0,0) =
3f3 6f3 8f3
5s &Y 2) =1, ay(ﬂsy,)—l, 5, &Yz =1,
ce qui donne
-1 0
J¢(m,0,0) 0 -1 1.
1 1



Le jacobien de f au point a vaut donc det(Jy(7,0,0))

,0, = —1 et la différentielle de f en ce point
est :
h -1 0 0 h —h
Dz 0,0 f(h, K, £) = Jp(7,0,0) | k | = 0 0 -1 k| = -/
14 1 1 1 14 h+k+¢
5. Les dérivées partielles de f = (fy, f2, f3) en a sont :
%(r,@,gf)) = cos 0 cos ¢, %(r,@,d)) = —rsinf cos ¢, 6{;51 (r,0,¢) = —rcosfsin ¢
o, o af o> o
o (r,0,¢) = sinf cos ¢, 69( r,0,¢) = rcosf cos o, 96 (r,0,¢) = —rsinfsin ¢
Ofs B 0fs _ Ofs B
Ge0.0) =sing, TR(.0.6)=0. T2(6.6) =rcos,
et donc la jacobienne en a est
cosfcos¢ —rsinfcos¢ —rcosfsing
Ji(r,0,¢) = | sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
sin ¢ 0 7 COS ¢

Le jacobien de f est donc det(J¢(r,6,¢)) =72 cos ¢ et la différentielle est donnée par

h
D(Tﬁ,qﬁ)f(h;kvé) = ‘]f(r307¢) ]z

Exercice 11. Matrice jacobienne d’une composée
Soit f : R? — R* l’application définie pour tout (x;,5) € R? par
flx1,22) = (21 + 220, 71, 33, 7123),

et g : R* — R3 définie pour tout (yi,y2,y3,y4) € R* par

9(y1,y2,y3,91) = (YT — 3, Y2y3 — ya,y1 — 1).

Déterminer, par deux méthodes différentes, la matrice jacobienne de g o f au point a = (a;,az) € R?
Correction.

x Jy(a). On calcule donc

2
0
2a2
2601 as

O =

e
NIV

et

Meéthode 1. On utilise la formule Jyo 7 (a Jg(f(a))
-2 0 O
bs by —1

o
(3743

Si b= f(a), alors by = aj + 2as, by = a1, by = a2, by = a1a3 et on obtient

(bla b2a bSa b4

2a1 +4a2 —2a; O 0
Jg(fla)) = 0 a3 ap -1

et ainsi

2@1 + 4a2 —2(11 0 0 1 g 4a2 40,1 + 80,2
Jgor(a) = Jy(f(a))xJ¢(a) 0 at  ap -1 0 % 0 0
1 0 0 0 2 1 2



Méthode 2. On calcule directement
(go f)(z1,z2) = (4129 + 422,021 + 229 — 1)
et on obtient directement le méme résultat.

Exercice 12. Gradient et composée

Soit f : R3 — R différentiable telle que Vainf =1 2 | etsoit o : R* — R3 définie pour tout ¢ # 0

par

1. Déterminer Dy 11y f(h) pour tout h € R3.
2. En déduire (f o p)'(1).
Correction.

1. La réponse est directement donnée par le gradient de f au point (1,1, 1), c’est-a-dire
D1,1,1)f(h) = 5hy + 2hy + hs.

2. Par composition, on a
(fov) (1) = Dy f(¥'(1)),
avec
¢'(1) =(2,-3,1).
On obtient donc (fo)' (1) =5x2+2x(=3)+1x1=5.

Exercice 13. Dérivation le long d’un arc
Soit f : R™ — R une application différentiable, I un intervalle ouvert de R, ¢ : I — R", t
(z1(t), ..., xn(t)) un arc paramétré dérivable et C = ¢(I) la courbe géométrique associée.
NG,
1. Montrer que, pour tout tg € I, (f o ) (to) = Z 3f (p(to))z;(to).
T
i=1
2. Soit p(tg) € R™ un point singulier de C. Calculez (f o ) (to).

3.8in=2¢:R—>R% tws (at +b,ct +d) ot (a,b,c,d) € R Montrer que, pour tout ¢y € R,

(Fog) o) = L (olto)), v =(a0)

Dans ce cas, quelle est la nature de C 7 Comment appelle-t-on v pour la courbe C ?

4. Soit n = 2. On suppose que C est une courbe réguliére paramétrée par ¢ de telle sorte que
|’ (t)|l2 = 1 pour tout ¢ € I. Montrer que, pour tout t € I, (f o) (t) est la dérivée de f en ¢(¢)
le long du vecteur tangent a C en ce point.

Que vaut cette quantité si ||¢’(t)||2 ne vaut pas toujours 17

5. Application : soit ¢ 3]0, 27[— R2, ¢ — (cost,sint), et f : R — R définie par f(z,y) = e~2"~¥".
Déterminer la dérivée de f en (1/2,/3/2) le long du vecteur tangent a C = ¢(]0, 27[) en ce point.
Correction.

1. Soit tg € I, alors, d’aprés le cours (par dérivation d’une composée),

n

(f 0 @) (to) = Dipue) F( Z

i (to)-

2. Si ¢(tg) est un point singulier, alors ¢'(tg) = (0, ...,0), donc d’aprés la formule précédente, on a

(f o ¢)'(to) = 0.



3. Soit tg € R. Comme 2 (t9) = a et z5(ty) = ¢, alors

() (10) = Dytaoy S 6) = 22 (1),

Dans ce cas, C est une droite paramétrée de vecteur directeur v et passant par le point (b, d). En
effet, pour tout t € R, ¢(t) = (a,c)t + (b, d).

4. Soit ¢ € I. On remarque que si [|¢’(¢)|| = 1, alors le vecteur tangent a la courbe C au point ¢(t)
est donné par T'(t) = ¢'(¢). On en déduit donc que
(F09)(0) = Dy FT(0)) = 0 (5(0)
#(t) T (t) )
qui est bien la dérivée de f en () le long du vecteur tangent T'(¢t) a C en ce point.
Dans le cas général, on obtient

(F 09 (t) = Doty F(£ (1)) = Dty F e DIT®) = ¢/ (O Doy FT(1)) = |so’<t>3%<so<t>>.

5. On remarque que, pour tout ¢ €]0, 27, ¢'(t) = (—sint, cost) et donc [|¢'(t)||2 = \/(—sint)2 + (cost)? =
1. De plus, (1/2,v/3/2) = ¢(n/3). Ainsi, la paramétrisation ¢ est réguliére et f est différentiable,
donc on cherche simplement a calculer

(Fow) (§) = Go(L/2 V32021 (n/3) + 5o (1/2,VB/Ds(n/3)

=—-2x %efl(f sin(m/3)) — 2 x ?efl cos(m/3)
V3 1 V3

=5 —5e =0

car V(g f = (—Qxe*‘”z*yQ, —2ye""”2’”2) en tout point (z,y) € R? et (1/2)%2 + (v/3/2)? = 1. On
remarque aussi que C est le cercle unité de R? privé du point (1,0).

Exercice 14. Fonctions homogénes
Une fonction f: R™ — RP est dite homogéne de degré o € N si

VteR Ve eR" f(tx) =t"f(x).

1. Parmi les fonctions homogénes de degré 0, lesquelles sont continues en 07

2. Montrer que si f est homogéne de degré oo > 0 et bornée sur la sphére unité, alors f est continue
en 0.

3. Montrer que si f est homogéne de degré a > 1 et différentiable en 0, alors ou bien f est linéaire
et « =1, ou bien a > 1 et Dyf =0.

4. Montrer que si f est homogéne de degré a > 1 et bornée sur la sphére unité, alors f est différen-
tiable en 0 et Dy f = 0.

5. Application : étudier la continuité et la différentiabilité en (0,0) des fonctions f,g,h : R? — R
définies par

(a) f(z,y) =0siy#0et f(x,0) =z.

3
(b) g(z,y) = PN si (z,y) # (0,0) et g(0,0) = 0.
Pod
(¢) h(z,y) = m si (z,y) # (0,0) et h(0,0) = 0 en discutant suivant les valeurs de

p,q € N*.



Correction.
1. Si f est homogéne de degré 0, alors
VteR, VexeR" f(tx) = f(x).
Ainsi si f est continue en 0, alors quand ¢t — 0, on obtient Yz # 0, f(0) = lims—,o f(tx) = f(x).
Ainsi, seules les fonctions constantes sont de degré 0 et continues en 0.
2. Si f est homogene de degré o > 0, alors nécessairement f(0) = 0. Si de plus f est borné sur la

sphére unité {u € R™ : |ju||s = 1}, alors on a

lim f(z) = lim f(ru) = lim rf(u) = 0= f(0),
llullz=1 [lullz=1

et donc f est continue en 0.
3. On a en effet, pour tout h # 0,

lim 7f(th) — f0) = lim t* " f(h)

t—0 t t—0
qui vaut f(h) si @ =1 (et donc f est linéaire) et 0 si a > 1 (et donc Dy f(h) = 0).
4. Encore une fois, pour tout v € S(0,1), on a

f(ru)

r

=r*"f(u) =0

quand r — 0, car a > 1 et f est bornée sur S(0, 1). Ainsi, f est différentiable en 0 de différentielle
nulle.

5. Applications :

(a) f est homogene de degré 1 et borné sur le cercle unité S(0,1) car continue sur ce compact.
On en déduit que f est continue en (0,0) d’aprés la question 2. De plus, comme f n’est pas
linéaire mais que f est homogéne de degré 1, on en déduit d’aprés la question 3. que f n’est
pas différentiable au point (0, 0).

(b) Méme chose qu’au (a).

(c) h est bien définie car 2? —xy +y = (z — y/2)? + 3y?/4 > 0 pour tout (x,y) # (0,0). Ainsi, h
est continue sur S(0,1) qui est un compact, donc h est bornée sur la sphére unité. De plus, on
a, pour tout t € R* et tout (z,y) # (0,0),

tPtdxP x

h(tx,ty) =
( y) 202 — t2my + 2§2y2

= 7T 2] (1, ).

Comme h n’est jamais constante ni linéaire, on sait donc que
e h est continue en (0,0) si et seulement si p + g > 2,
e § est différentiable en (0,0), de différentielle nulle, si et seulement si p + g > 3.



