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Feuille 3 : Limites et fonctions continues

Exercice 1. Preuve fausse a corriger
Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.

Soit f:R2\{(0,0)} — R définie pour tout (x,y) # (0,0) par f(z,y) = sin(2?) — sin(y”)

x2 + y2
Montrons que( %Hﬂ( )f(x, y) = 0. En effet, on a, pour tout x € R, f(x,xz) =0, et comme (z,x) — (0,0)
z,y)—(0,0
quand x — 0, on a bien que  lim  f(x,y) =0.

(z,y)—(0,0)
Correction. Les erreurs sont les suivantes :

1. Pour calculer la limite, comme (x,y) # (0,0), il faudrait calculer f(z,z) pour x € R* (et non pas
R).

2. Méme s’il est vraique  lim  f(z,2) = 0, on ne peut PAS en déduire que  lim  f(x,y) = 0!
(@,2)—(0,0) (w,y)—(0,0)

Cette limite existe si on obtient la méme valeur en tendant vers (0, 0) de toutes les fagons possibles.

Alinsi, on peut montrer que f n’admet pas de limite en (0,0). En effet, on a, pour tout = # 0,

sin(2?)
fla,0) =
1. . . Sln(t) .. . 2
quand x — 0, en utilisant le fait que 1%urr(l) — = 1. Ainsi, f tend vers 0 sur la diagonale {(x,y) € R*:
—

x =y} et vers 1 sur Paxe des abscisses {(z,0) € R? : z € R} quand (z,y) — (0,0), et n’a donc pas de
limite au point (0, 0).
Alternativement : On peut aussi calculer, pour tout y # 0,

sin(y?
f(0,y) = — y(;/)—)_l

quand y — 0, pour la méme raison que précédemment, ce qui donne encore une autre limite différente
des deux autres calculées plus haut, le long de 'axe des ordonnées cette fois-ci.

Exercice 2. Fonction sur un cercle

Soit C le cercle unité de R? et f : C — R une fonction continue. Montrer qu’il existe zo € C tel que
f(=xo) = f(xo)-

Indication : On considérera la fonction g : [0,27] = R, t — g(t) = f(cost,sint) — f(—cost, —sint).
Correction. La fonction g est continue comme composée de fonctions continues car f, t — (cost,sint)
et t — (—cost, —sint) sont continues. On remarque que

9(0) = f(1,0) = f(=1,0) et g(m) = f(=1,0) = f(1,0) = —g(0).

Ainsi, g(0) et g(m) sont de signes opposés, et comme g est continue, par le théoréme des valeurs inter-
meédiaires, il existe tg € [0,7] tel que g(tg) = 0, ce qui veut dire que, pour xy = (costy,sintg), on a

f(=w0) = f(xo)-



Exercice 3. Fonctions holdériennes

Soit & > 0. On dit que F' : R™ — RP est a-hdldérienne s’il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout (z,y) € (R")?, [|[F(z) — F(y)ll2 < Cllz — yl3.

Montrer que, pour tout a > 0, toute fonction a-hdldérienne est continue.

Correction. Soit a > 0, soit F' une application a-holdérienne et soit ¢ € R™. Soit € > 0, alors pour

1
o= (%) “ on a, pour tout z € R",

[z = zolla <& = [[F(z) = Fzo)ll2 < Cllz — 0|y < C6* =,

donc F est continue en x(, et ainsi F' est continue sur R™.

Exercice 4. Quelques limites
Déterminer la limite des fonctions suivantes au point a donné :

1.

l'gy
flz,y) = 2 en a = (0,0).
22 — 42
f(z,y) = 2 e (0,0).
-2
f(a.y) = ena=(2,0).

T2+ 2 —dr+4
Indication : quand x — 2, les points (z,0) et (z,z — 2) tendent vers (2,0).

. f(z,y) = ze¥ en a = (0,0).

flz,y) = (ax +g —1 sin(x), Sin(%y )> en a = (0,0).

a>0,8>0eta=(0,0).

xayB
f(x,y) = oy
On discutera lexistence de la limite en fonction des valeurs de (o, 3).
2
Ty
T,Y) = et a =(0,0).
fey) = (0,0)
Indication : On pourra choisir x en fonction de y de maniére a obtenir f(z,y) = y® — y® avec

a, B eR.

. Pour tout (z,y) # (0,0), on a, puisque 22 < 22 + y?,

2’lyl @ +ylyl _

|f($7y)‘ = 1,2+y2 — 1'2 +y2

quand (z,y) — (0,0), et donc, par comparaison,  lim  f(z,y) =0.
(2,y)—(0,0)

Alternativement : on peut écrire les variables en coordonnées polaires x = rcos@ et y = rsinf
avec v > 0 et 0 € [0,2n[, et remarquer que f(rcos®,rsinf) = rcos’0sinf de telle sorte que
0 <|f(rcos@,rsinf)| <r et donc que sa limite vaut 0 quand r — 0 et pour tout 6.

La limite n’existe pas. En effet, on a

22
Ve e R*, f(z,0)=— =1,

x2
02

Yy e R, f(0,y) = TZ = -1
On a donc lim flz,0)=1#-1= lim £(0,y).

z#0 y#0
La limite n’existe pas. En effet, on a

Ve e R*,  f(xz,0)=0et f(z,2—2)=—.

Quand z — 2, alors (z,0) et (x,2—2) tendent vers (2,0) et donc f a des limites différentes suivant
ces points.



4. La limite n’existe pas. En effet, on a

Ve e R*,  f(z,x)=ex et f(x,xQ):xe%_

Ainsi, lim f(z,2) = 0 et lim f(z,2?) = lim — = 400 (par croissances comparées aprés
z—0 z—0+ X—+o0 X
avoir posé X = 1/x).
5. On note f = (f1, f2). Pour f1, on sait que lim, ,)_,(0,0) 2> +4* —1 = —1 et que lim,_o Smxﬂ =1,
ce qui implique que  lim  fi(z,y) = —1.
(z,y)—(0,0)

Pour f5, on a

oz, 1)| < sin(2?)]  [sin(y®)] _ Isin(f)l S |sin(§,2)\ L
V2t 2 a2+ 2 T Va2 2 T VaE+ 2

Jlsn@?) @ty sG] o a?
. 2 : 2
Ssii(x S1n

N CEr I & y%”'m.

Comme lim,_, Sinz(fz) =1et que lim +/x2+y?, on obtient que  lim  fo(x,y) = 0. Ainsi,
(z,y)—0 (z,y)—(0,0)

lim z,y) = (—1,0).
(m)ﬁ(o,o)f( y) = (=10

on a montré que

6. On remarque que, pour tout (x, y) € RQ, on a

o] < Va2 49?2 et |yl < Va2 +y2

On trouve ainsi que, pour tout (x,y) # (0,0),

B
2

z|*[yl” _ (@® +9%)% («® +¢?) 2, 2\oatf_ g
|f(x7y)|:f£2+y2§ I2+y2 :(.'IJ +y) 2
Ainsi, si 228 — 1 > 0, clest-a-dire a« + 8 > 2, on a lim (2% + y2)a;rﬁ_1 = 0 et donc
2
(@,y)—(0,0)
lim z,y) = 0.
(z,y)H(O,O)f( 2

Sia+ 3 <2, alors

F/n,0)=0 et f(1/n,1/n) = %nQ—a—ﬁ.
Comme ngl}rloo f(1/n,1/n) # 0, on en déduit que f n’a pas de limite en (0, 0).
Alternativement : en coordonnées polaires, soit r > 0 et 6 € [0, 2x[, alors on a

r cos® Orf sin” 0
f(rcosf,rsind) = 5 = 7ot 2 cos* fsin® 6.
r

Sia+ B> 2, alors on a |f(rcosf,rsind)| < r“+t#=2 = 0 quand r — 0, et donc, par comparaison,

lim z,y) = 0.
(w,y)—>(070)f( v)

Sia+ 8 =0, alors on a f(rcosf,rsinf) = cos® 0sin” 0 qui est non-constant par rapport a 0, et
donc f n'a pas de limite en (0,0).
Sia+ B <2, alors on a f(rcosf,rsinf) = Cc’f,(;f)%:(’ et donc lim,_,q f(rcos,rsinf) vaut —co
ou +0o (en fonction de 0), et ainsi f n’a pas de limite en (0,0).

7. Soit a € R*, alors

(e 2 at+2 _ 3

o _ W=yt Y' 9 3.
fy* —vy) g 7 y -y
Comme « est arbitraire, on peut le choisir :

o tel que 3 —a > 0, et dans ce cas limy_,o f(y* —y,y) = 0;
e tel que 3 — o < 0, et dans ce cas lim,_,o+ f(y* —y,y) = —oo0.
Ainsi, la limite de f en (0,0) n’existe pas.




Exercice 5. Continuité
Etudier la continuité sur R? des fonctions suivantes :

% + y2
si (z,y 0,0
L flry)=9 Va2 +y2+1-1 700
2 si (x,y) = (070)
322 + zy
A — Z, 070
2 flay) =13 Va2 +4? ) 7 0.0
0 si (z,y) = (0,0)
(On pourra démontrer que V(x,y) € R?, 2|zy| < 22 + y? et en déduire que |f(z,y)| < 4]/(x,9)|l2)
e™ —1
ki (w, 0,0
3. fla,y) = 22 + 32 si (z,y) # (0,0)
1 si (ac,y) = (an)
[ o) s @) £ 00
22t yP -1 sizt+yt>1
5. f(x,y)—{mz siz?+9y? <1
Correction.

1. Sur R*\{(0,0)}, f est continue comme quotient de fonctions continues dont le numérateur ne
s’annule jamais car, pour tout (z,y) € R,

242 +1-1=0 <= 2 +y° =0 < (z,9) = (0,0).
Etudions la continuité en (0,0). Pour cela, on utilise les coordonnées polaires x = rcosf, y =
rsinf, r > 0,0 € [0, 27 et on trouve, quand r — 0,

7,2 ’1”2

\/7‘2—|—1—1:1—|—§+0(r2)—1

On a donc ( %nn( )f(x,y) =2= f(0,0), et ainsi f est continue en (0,0), et donc f est continue
z,y)—(0,0

— 2

f(rcosf,rsinf) =

sur R2.

2. Sur R?\{(0,0)}, f est continue comme quotient de fonctions continues dont le numérateur ne
s’annule jamais car, pour tout (z,y) € R,

24+ =0 <= (x,9) = (0,0).
Etudions la continuité en (0,0). L’inégalité 2|zy| < 22 + y? est évidente pour tout (z,y) € R? car

découlant du fait que (|z| — |y[)? > 0. Elle s’écrit aussi

2
€,y
Vo) R, oy < LI

On rappelle que l'on a aussi, pour tout (z,y) € R?, 2% < 2% + y? = ||(x,y)||3. On obtient donc,
pour tout (z,y) # (0,0),

3%+ ayl _ 30+ layl _ 3@ y)IB + 3@ w3 |
f )| = B 3 4l 2 2 210D _ g0, ) ot 5 . )l < 412 0)l
Ve +y VIl +ty (2, y)ll2

Comme la limite de [|(z,y)[|2 en (0,0) est 0, on en déduit que lim, 0,0y f(z,y) = f(0,0) =0
et donc f est continue en (0,0), ce qui implique que f est continue sur R?.
Alternativement : en coordonnées polaires, soit v > 0 et 6 € [0, 2], alors

3r? cos? 0 + r? cos Osin 0
|f(rcosf, rsinf)| = |37 cos” 6 + " cos f sin f| = |3rcos® 0 + rcosfsinf| < 4r — 0
T

quand v — 0, donc, par comparaison, lim, ) 0,0) f(z,y) = 0 = f(0,0) d’ou la continuité en
(0,0).



3. Sur R2\{(0,0)}, f est continue comme quotient de fonctions continues dont le numérateur ne
s’annule jamais.
Etudions la continuité en (0,0). Pour tout x # 0, on a

e’ —1 e —1

fz,x) = SEyoR et f(—z,x)= 52

On sait que quand ¢t — 0, on a €' = 1+t + o(t), et on trouve donc

. 1 3
ig% (x,x)—i, et }:lgbf(_x,x)—_?

ce qui prouve que f n’admet pas de limite en (0,0) et donc f n’est pas continue en (0,0).
4. Sur R2\{(0,0)}, f est continue comme produit et composée de fonctions continues car, pour tout
(z,y) € R?,
P+ <0 <= 2*+y* =0 <= (,9) = (0,0).
Etudions la continuité en (0, 0). On utilise encore le fait que, pour tout (z,y) € R?, |z| < ||(z,v)]|2
et |y| < ||(z,y)]|2. On trouve ainsi, pour tout (z,y) # (0,0),

|f(z,9)| < Jaylln(l|(z,9)3) = [|(z,9)]* In(l (, y)II3)

Comme lim X1InX = 0, on trouve que f(z,y) tend vers 0 = f(0,0) quand (x,y) — (0,0), ce

X—0t
qui prouve que f est continue en (0,0), et donc sur R2.

5. Sur B(0,1), f est continue car c’est un polynéme en les variables x et y. Sur B(0,1)¢, f est aussi
continue pour la méme raison.
Soit (g, y0) tel que 22 + y2 = 1. Montrons que f est continue en (g, o). Soit {(zx,yx)}x une
suite qui converge vers (zg, yo). Soit k € N, alors :
e Si (wk,yx) € B(0,1), alors f(zg,yx) = 27 et f(zr, yx) = 2§ = f(x0,y0) quand k — +00.
e Si (zg,yx) € B(0,1)¢, alors f(zg,yx) =225 +yi —1 =223 +ys —1 =223 +1—ad—1=2af =
f(zo0,90)-

Ainsi, il est clair que la fonction f est continue en (xq,yo), et donc continue sur R2.

Exercice 6. Fonctions Lipschitziennes
Soit k > 0. On dit que f: EF C R™ — RP est k-lipschitzienne sur F si

V(w,y) € B2, |f(z) = )2 < kllz = yll2.

1. Montrer que toute fonction Lipschitzienne est continue.
2. En déduire que la norme || - ||2 est continue sur R™.
3. Soit A une partie non-vide de R™. On définit

da R" >Ry, z+—d(z,A):= 1I€1£||z — al|a-

Montrer que d4 est 1-Lipschitzienne sur R”.
4. Supposons A compact, montrer que pour tout z € R”, il existe a € A tel que da(z) = ||z — a2
Correction.

1. Soit zg € E et € > 0, alors il existe § = — tel que, pour tout x € F,

> ™

lzo —xlla <6 =|If

—

z0) — f(2)|| < kllwo — z|| < ké =&.

On en déduit donc que f est continue en z( (arbitraire), et donc sur E.

2. L’application [|-[|2 : R™ — R vérifie la deuxiéme inégalité triangulaire : pour tout (z,y) € R"xR",
izl = [lyll2] < llz = yllo,

elle est donc 1-lipschitzienne, et donc continue.



3. Soit x,y,a € E, alors on a
da(z) = inf |z — a2 < lz —allz = lle —y +y —allz < lle —yll2 + [ly - all2,

ce qui veut dire que
da(z) = llz = yl2 < [ly — all2,

et ainsi, en prenant l'infimum parmi tous les a € A,

da(z) = [z = ylla < da(y),

c’est-a-dire
da(z) —da(y) < llz =yl

En échangeant le role de x et y, on obtient aussi

da(y) —da(z) <[z =yl

et il en résulte donc que
|da(z) = da(y)| < [z = yll2,

et d est 1-lipschitzienne sur R”.

4. Soit x € R™. Comme || - || est continue, a — ||z — a||2 est continue sur A. Comme A est compact,
cette application y atteint ses bornes, et en particulier son infimum qui est ainsi un minimum,
d’aprés le théoréme des bornes atteintes de Weierstrass. On en déduit existence de a € A tel que
|z — all2 = inf ||z — all2 = d(z, A)

acA

Exercice 7. Application coercive

Soit £ C R™ un fermé non-borné et soit f : E — R continue telle que | Hlirn f(x) = 400. Montrer que
x||l2—>+o0

f admet un minimum global sur E, ¢’est-a-dire qu’il existe z9 € E tel que pour tout z € E, f(z) > f(zo).
Correction. Soit a € E. On sait qu'’il existe R > 0 tel que

Ve e E, |z|l2>R= f(z)> f(a).

Par ailleurs, pour ce réel R, B(O, R) N E est un fermé borné car E est fermé et B(O, R) est fermé et
borné, donc B(O, R) N E est un compact non-vide. Ainsi, comme f est continue, f restreint au compact
B(O, R) N E admet un minimum global en un certain zg, qui est donc atteint, d’aprés le théoréme des
bornes atteintes de Weierstrass.



