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Feuille 3 : Limites et fonctions continues

Objectifs OUI | NON
Manipuler la définition de continuité d’une fonctions
Déterminer la limite d’une fonction en un point
Montrer la continuité d’une fonction en un point (inégalités)
Montrer la discontinuité d’une fonction en un point en utilisant des suites/courbes
Utiliser le théoréme de la borne atteinte

Exercice 1. Preuve fausse a corriger
Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.
‘ 5 , sin(z?) — sin(y?)
Soit f:R*\{(0,0)} — R définie pour tout (x,y) # (0,0) par f(z,y) = e
Z Y

Montrons que( %IHI( )f(ac, y) = 0. En effet, on a, pour tout x € R, f(x,z) =0, et comme (z,z) — (0,0)
x,y)—(0,0

quand x — 0, on a bien que  lim  f(z,y) = 0.
(2,y)—(0,0)

Exercice 2. Fonction sur un cercle
Soit C le cercle unité de R? et f : C — R une fonction continue. Montrer qu’il existe zo € C tel que
f(=xo) = f(o).

Indication : On considérera la fonction g : [0,27] = R, t — g(t) = f(cost,sint) — f(—cost, —sint).

Exercice 3. Fonctions héldériennes

Soit & > 0. On dit que F' : R™ — RP est a-holdérienne s’il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout (,y) € (R")?, |F(x) — F(y)]|2 < Cllz — ylis.

Montrer que, pour tout a > 0, toute fonction a-héldérienne est continue.

Exercice 4. Quelques limites
Déterminer la limite des fonctions suivantes au point a donné :

z2y
1. f(z,y) = Ny en a = (0,0).
22 — g2
2. f(l‘,y) = W en a = (070)
-2
3. f(x.y) = ena=(20)

T2ty —dzt+4 ¢
Indication : quand x — 2, les points (x,0) et (z,x — 2) tendent vers (2,0).

4. f(z,y) = zev en a = (0,0).

5. flo,y) = (962 e et Sin(y2)> en a = (0,0).

a>0,8>0eta=(0,0).

x“yﬂ
6' f(‘T’y): x2+y27

On discutera lexistence de la limite en fonction des valeurs de («, ).




2
Ty
7. flx,y) = et a = (0,0).
fley) = 4 eta= (0.0
Indication : On pourra choisir x en fonction de y de manicre a obtenir f(x,y) = y® — y® avec
a, peR.

Exercice 5. Continuité
Etudier la continuité sur R? des fonctions suivantes :

2?2 +y?
si (x 0,0
L flzy) =4 Vo2+y2+1-1 (@.9) #(0.0)
2 st (¢,9) = (0,0)
322 + 2y
ST (g, 0,0
2. f(z,y) = 22 +y? @) # (0,0
0 st (2,y) = (0,0)
(On pourra démontrer que V(x,y) € R?, 2|xy| < 2% + y? et en déduire que |f(z,y)| < 4|(z,9)|2)
1
3. flay) =4 2y (z,y) # (0,0)
1 si (z,y) = (0,0)
[ wyln(z? +y?) si(z,y) #(0,0)
s ={ ] si (2,) = (0,0)
22ty -1 siz?y?>1
5. f(xay)_{xQ siz? +y2<1

Exercice 6. Fonctions Lipschitziennes
Soit £ > 0. On dit que f: E C R™ — RP est k-lipschitzienne sur F si

V(w,y) € B2, |f(z) = W)z < kllw = yll2.

1. Montrer que toute fonction Lipschitzienne est continue.
2. En déduire que la norme || - ||2 est continue sur R™.

3. Soit A une partie non-vide de R™. On définit
da:R" =Ry, x+—d(z,A):= iIelg |z — all2-

Montrer que d4 est 1-Lipschitzienne sur R™.
4. Supposons A compact, montrer que pour tout z € R”, il existe a € A tel que da(z) = ||z — a2

Exercice 7. Application coercive

Soit £ C R™ un fermé non-borné et soit f : £ — R continue telle que  lim
lzllz—+o0

f(x) = 400. Montrer que

f admet un minimum global sur E, c¢’est-a-dire qu'il existe z¢ € E tel que pour tout = € E, f(z) > f(xo).



