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Feuille 2 : Eléments de topologie de R”

UE Analyse 4

Objectifs

oul

NON

Manipuler (abstraitement) les notions d’ouvert, fermé et compact

Montrer qu’un ensemble est ouvert par des considérations géométriques

Montrer qu'un ensemble est fermé/compact en utilisant des suites

Exercice 1. Preuve fausse a corriger
Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.

Montrons que lensemble A := {(z,y,2) € R? :
{(TnyYn, 20)tn C R® une suite, alors on a 2x2 + 5y2 + =z

2

a 222 + 5y% 4+ 22 < 2 ce qui veut dire que la limite appartient & A, donc A est fermé.

Exercice 2. Ouverts, fermés et compacts de R"
Les ensembles suivants sont-ils ouverts ? fermés ? compacts 7 aucun des trois 7 Justifier.
Indication : représenter graphiquement ces ensembles.
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13,4] dans R

,5] dans R

,1[ dans R

—2,4[U]5, 6] dans R

] — 00, 1[U]1, +o0] dans R
{£:neN"}U{0} dans R

N dans R

Q dans R

{(z,y) € R? : 2% + y*> = 1} dans R?
] —2,1[x][0, 3] dans R?

[0
0
]

. {9} x [0,1] dans R?

€ R? : y = 2%} dans R?

)
{(z,y) € R? : 222 + 3y? < 6} dans R?
{(z,y) € R? : 7y < 1} dans R?
{(z,y) eR?: 1 <z < 3,y =0} dans R?
{(2,0) eR? : 2 € [-1, 1]} U{(z,y) €R? : 2® +y* =1,z # 0} dans R?.
{(z,y) €R?:0 < [z — 1| < 1} dans R2.

Exercice 3. Adhérence d’une partie de R"
Soit A C R™, on définit I’adhérence de A par

A= ﬂ F.

ACF
F fermé

222 + 5y% + 22 < 2} est un fermé de R3. Soit
= < 2 et donc par passage & la limite, on




1. Montrer que A C A.
2. Montrer que A est un fermé de R"™. Justifier qu’il s’agit du plus petit fermé contenant A.

3. Montrer que A = A si et seulement si A est fermé dans R".

Exercice 4. Intérieur d’une partie de R"
Soit A C R"™, on définit l'intérieur de A par

A:={zeR":3r >0 B(x,r)C A}

1. Montrer que AcA.
2. Montrer que A est un ouvert de R™. Justifier qu’il s’agit du plus grand ouvert contenu dans A.

3. Montrer que A = A si et seulement si A est ouvert dans R™.

Exercice 5. Somme d’ensembles
On définit la sommme de tout couple d’ensembles {A, B} C R™ par

A+B={xz4+yeR":z€ A yec B}.

Montrer que si A est un ouvert de R™ et b € R™, alors A + {b} est un ouvert de R™.
En déduire que si A est un ouvert de R™ et B C R™, alors A + B est un ouvert de R"™.
Soit A C R™ fermé et B C R™ compact. Montrer que A + B est un fermé de R™.

- b=

Montrer que les ensembles A = {(z,y) € R? : 2y = 1} et B = {0} x R sont fermés dans R" mais
que A + B n’est pas un fermé de R™.

Indication : on pourra considérer la suite (un)n = {(1/n,1)}n.

5. Soit A C R™ et B C R™ deux ensembles compacts. Montrer, en utilisant des suites extraites, que
A+ B est un compact de R™.

Exercice 6. Voisinage d’un compact

Soit K C R™ un compact. Pour tout r > 0, on pose K, = U B(z,r). Montrer que K, est un compact.

rzeEK
Indication : on admettra que || - ||2 est une application continue.

Exercice 7. Suite de disques dans R?
Soit A > 0. Pour tout entier £ > 1, on note By, le disque

Bk:{(:c,y)eRQ: <x—;>2+(y—;>2§22}.

1. A quelle condition sur A a-t-on Bj41 C By pour tout k> 17

2. Soit B = |J;~, Bk. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A\ pour que B soit un fermé
de R2. -



