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Feuille 1 : Normes sur R"
CORRECTION

Exercice 1. Preuve fausse & corriger
Déterminer toutes les erreurs commises dans la preuve ci-dessous et la corriger.
Montrons que Uapplication N : (x,y) — |52 + 3y| est une norme sur R%. En effet, on a :

1. Si (z,y) = (0,0), alors N(x,y) = N(0,0) = 0.
2. Soit A >0 et (z,y) € R?, alors N(\(z,y)) = N(Az,\y) = |5 X Az + 3 x Ay| = AN (2,7).
3. Soient (z1,y1) € R? et (72,y2) € R?, alors

N(z1 + x2,y1 +y2) = |51 + 522 + 3y1 + 3y2| < N(x1,y1) + N(x2,y2).

Correction. Les éléments faux sont les suivants :
e La positivité a été oubli¢e : V(z,y) € R?, N(x,y) > 0.
e Le deuxiéme point devrait étre vérifié pour A € R, et on aurait ainsi N(A\(z,y)) = [A\|N(z,y), ce
qui est vrai ici.
e Le premier point ne permet de vérifier qu’une seule des implications de I'axiome de séparation !
En effet, N(—3,5) = | — 15+ 15| = 0 et donc on n’a pas N(z,y) =0 = z =y = 0, et donc N
n’est pas une norme!

Exercice 2. Normes sur R?
Soient || - || et || - ||” les applications définies sur R? par

V(z1,x0) € %, |[(z1,20)|| 7= 2|z1| + 3laa|, et [|(z1,22)|" := max (|21 + 3za], [21 — 2]) .
Montrer que ce sont des normes sur R? et tracer la boule unité associée a chacune de ces normes.
Correction. Montrons que || - || est une norme. On a en effet :

1. Positivité : soit x € R?, alors ||z > 0.

2. Séparation : soit x = (x1,z2) € R?, alors

|z]| =0 <= 2|z1| + 3|z2| =0 <= |21 = 22| =0 <= 11 =22 =0 < z = (0,0).
3. Homogénéité : soit A € R et x = (21, z2) € R?, alors

Az = [[(Azy, Awg) || = 2|Az1| + 3[Azo| = 2[AlJz1| + 3|A||z2| = [A[ (2|z1] 4 3[z2]) = [Alll]-

4. Inégalité triangulaire : soient # = (z1,72) € R? et y = (y1,y2) € R?, alors, par I'inégalité
triangulaire pour la valeur absolue, on a

|z +yll = l(z1 + y1, 22 + y2)|| = 2|21 + y1| + 3|w2 + ya| < 2(|z1] + [y1]) + 3 (22| + [y2])
< 2wy | + 3|z2| + 2|y1| + 3y
<zl + llyll-

Montrons maintenant que || - |’ est aussi une norme sur R2. En effet, on a
1. Positivité : pour tout z € R?, ||z’ > 0.

2. Séparation : soit x = (x1,22) € R?, alors

— z=(0,0).

= 4 =
|z’ =0 < |z1+322| = |x1—22| = 0 <= { 71+ 3wy =0 — { x1 =0
X1 — Xg = 0 X1 = T2



3. Homogénéité : soit A € R et x = (21, 22) € R?, alors
IAz||” = [|(Az1, Ax2) || = max (|A\x1 + 3Axa|, [Ar1 — Axa|) = max (|A||z1 + 322, [Nz — 22]) .

On a donc bien
[Az]|" = [A|max (|21 + 3z2], [21 — @2|) = [A[[|=]".

4. Inégalité triangulaire : soient x = (z1,22) € R% et y = (y1,y2) € R?, alors
lz+yll" = [[(z1 + y1, 22 + y2) | = max (|1 + y1 + 3z + 3yaf, [21 + y1 — 22 — y2l).
Comme on a, par I'inégalité triangulaire pour la valeur absolue,

|z1 + y1 + 3z2 + 3y2| < |21 + 3x2| + |y1 + 3y2| < max (|z1 + 3x2|, |21 — 22|) + max (Jy1 + 3y2|, [y1 — y2])
|21 + 11 — 22 — y2| < |21 — 22| + |y1 — y2| < max (|Jz1 + 3za|, |21 — 22]) + max (|y1 + 3y2|, ly1 — y2|),

alors
max (|z1 + y1 + 32 + 3y2|, |z1 + 11 — x2 — y2|) < max (|z1 + 322, |r1 — z2|)+max (|Jy1 + 3y2|, |[y1 — v2|),

cest-a-dire ||z +yl|" < [|z[|" + [yl

Pour tracer les boules unités
By (0,1) = {(x1,22) € R? : 2|xy |[+3|xo| < 1}, By (0,1) = {(21,22) € R? : max (|21 + 322], |z1 — z2|) < 1},

on doit faire plusieurs cas afin de nous débarasser des valeurs absolues.
Pour tracer B (0,1), on a les 4 cas suivants

21 > 0,29 >0: 221+ 322 <1 <= 221+ 322 <1 — :cggé—garl

21 > 0,20 <0: 221+ 322 <1 <= 221 — 322 <1 — .nggl‘l—%

21 < 0,29 > 0:2|x1|+3|22] <1 &= —221 +322 <1 < xgggxl—l—%
21 < 0,29 <0:2lx1|+3|z2] <1 <= —221 — 322 <1 <— 1‘22—%1’1—%.

o : ’4 : 12 _ 2 1 _ 2 1
On trace ainsi les droites d’équations xy = 3 — a1 (vert), o = w1 — 3 (rouge), x2 = 521 + 3 (bleu)

et o = —2x; — 1 (orange) et on obtient By (0,1) (en gris).




Pour tracer By.|/(0,1), on remarque que, pour tout (z1,z2) € R?,
max (|z1 + 3xe|, |z1 —22]) <1 <= |21+ 322/, <1 et |x3 —ao| <1.
On a donc encore une fois 4 cas :
14323 >0,21 —x2 > 0: |21+ 322 <1 et |og—a2| <1 <= 21+322<1 et 27 —22<1

1 1
S x2§—§x1+§ et xo>ux1 — 1.

1 +3290>0,01 — 29 <0:|z;+322| <1 et |x7—a2| <1 <= 21+322<1 et —z1+a2<1

1 1
<— I2§—§$1+§ et a0 <y + 1.

21 +302 < 0,21 — 22 <0: |z + 322 <1 et |1 —22| <1 <= —27-322<1 et —x3+a2<1

1 1
< xQZ—gml—g et xo <z + 1.

21 +323 < 0,21 —x2 > 0: |21 +322) <1 et |og—a2| <1 <= —21—-322<1 et 27—25<1

1 1
<:>$22—§L171—§ et xo>x1 — 1.

On trace les droites d’équations z3 = —1xy — & (marron), 3 = z1 + 1 (rouge), z2 = —+x1 + & (vert) et

z9 = x1 — 1 (gris) et on obtient By./(0,1) (gris foncé).

Exercice 3. Norme 1 pondérée
Soit o := (a1, ...,an) € R™ et N, : R™ — R définie pour tout « € R™ par

Ny (z) = Z a;lz;].
i=1

Donner une condition nécessaire et suffisante sur o pour que N, soit une norme sur R™.
Correction. Soit (eq, ..., e,) la base canonique de R™, alors on doit nécessairement avoir

Vie{l,...n}, Nyl(e;) =a; >0.

Montrons que cette condition a € (R* )™ est suffisante. En effet, dans ce cas, on a :



1. Positivité : soit = (21, ...,x,) € R, No(z) = > 1| ayla;| > 0.

2. Séparation : soit x = (x1,...,x,) € R™, alors
No() =0 <= > ajlai| =0 <= Vie {1,..,n},|5| =0 <= 2 =(0,...,0).
=1

3. Homogénéité : soit A € R et x = (21, ..., x,) € R™, alors

Ax) =Y ailAzi| =Y il Alas] = [A|Na(2).
1=1 =1

4. Inégalité triangulaire : soit * = (z1,...,2,) € R" et y = (y1,...,yn) € R™, alors, par l'inégalité
triangulaire pour la valeur absolue, on a

=Y ailri+yl <D e (] + lwil) = Y ailail + ) ailyil = Na(@) + Na(y).
i=1 i=1 i=1 i=1

Exercice 4. Normes classiques équivalentes
On dit que deux normes || - || et || - || sur R™ sont équivalentes, et on note || - || ~ || - |, si il existe deux
réels m > 0 et M > 0 tels que

Ve eR",  mllzl| < [lzl|” < Ml

On rappelle la définition des trois normes dites "classiques" sur R” :

n n %
el o= 3 faul, s = (Zxk> et ol = max [z,
k=1 k=1

Montrer que ces trois normes sont équivalentes deux-a-deux.
Correction. Pour tout = € R” on a

o lllloc = max |zx| < lekl = [lzll;

= <Z —
o ] = Zm\ s foi] = 0l

et ainsi ||z < Hx||1 < n||9c||oo, cest-a~dire || - |1 ~ || - |oo-

Pour tout = € R™, on a aussi

n
— — ’2 < Z 2 _ .
o el = o fol = mas \faf <\ [0 =
k=1
n n
el = [ DDat < [ D max faxl)? = valalE = Vilel
k=1 k=1
et ainsi 2]l < [[zfl2 < v/7nllz]loo, cest-a-dire [ - [l2 ~ |- [loo-
Par transitivité, on a || - || ~ || - ||2 et donc ces trois normes sont équivalentes deux-a-deux.

Exercice 5. Normes et inégalités
Soit || - || une norme sur R™.

1. Montrer que pour tout (z,y) € R™ x R",
2l + llyll < llz + yll + llz = yll.

En déduire que ||z + ||y|| < 2max(||lz + y|, |z — y)-
La constante 2 peut-elle étre améliorée ?



2. On considére maintenant la norme euclidienne | - ||2. Montrer que pour tout (z,y) € R" x R™,

1
212 + lyllz = 5 (= + I3 + llz = yl3) ,

puis que
(lzllz + llyll2)* < ll + g3 + llz = yli3-
En déduire que
z[l2 + llyll2 < V2 max(|l + yllz. Iz — yll2).

La constante v/2 peut-elle étre améliorée 7
at+b a-—2>
+ .

Indication pour l’ensemble de l'exercice : pour tout (a,b) € R™, a = 5 5

Correction.
1. Soient (z,y) € R™ x R™, alors

rt+y T—y 1 1
= — 2 < = — —
ol = 252+ 222 < S+ ol + 2 -
y+xr y—=x 1 1
= < — — _
I = 252+ 252 < S+l + L
et ainsi, par symétrie |z — y|| = ||y — x|, on obtient

1 1 1 1
Izl +llyll < Sllz +yll + Sllz =yl + Slly +2ll + Slly — 2l = ll= + yll + llz =yl

Comme [z +y| < max([|z+yl], [z —yl|) et |z —y[| < max(||z+yl, |z —yl]), on obtient finalement
que
]l + llyll < 2max([lz + yl[, |z — yl))-

Soit n = 2 et considérons || - || = || - ||so. Pour 2 = (1,0) et y = (0,1), on obtient
[2llooHlYylloe = 141 =2 2max([[z+yl|oo, [[£=ylloo) = 2max([[(1, 1)loc, [I(1, D)[ec) = 2max(1,1) = 2.

Ainsi, on a ||2]|co + [|¥lloo = 2max(||z 4+ Y||loos |2 — ¥||oo) Pour ces points et la constante 2 ne peut
pas étre améliorée.

2. Soient (z,y) € R™ x R", alors on a

x+y+x—y 2

iy = 4| 5+

=lz+y+z—yl3=Illz+yl3+llz—yll3 +2(x+y,z—y)

2
= llz +yl3 + = — yll3 + 2(z, x) — 2(z,y) + 2(z, y) — 2(y,y)
= |z +yl3 + llz — ylI3 + 2llzll5 — 2[lyll3-
On obtient de méme
Allyll* = lly + 23 + ly — =I5 + 2[lyll5 — 2ll=3,
et ainsi

113 + llyll3 = 5 (= + 13 + llz = l3) -

N | =

De plus,
(Izll2 + llyll2)® = llzl3 + Iyl + 2llzll2llyllz < lel3 + Iyl + )3 + Iyl = 2]lz]3 + 2]lyll3-
On obtient finalement, en utilisant 1’égalité montrée précédemment,
2
(lzll2 + llyll2)® < 2 (lell3 + I1l3) < llz +yl3 + Iz = yl3 < 2max (o + yll2, Iz — yll2)

et on ainsi montré que [|z2 + ||y[2 < vV2max (||lz + yll2, |z — yl2)-
Encore une fois, la constante ne peut pas étre améliorée car pour n = 2, z = (1,0) et y = (0, 1),
on a égalité

lallz + lyllz = 2 = VZmax (2 + ylz, o — yll2) = 2



Exercice 6. Norme et convergence d’une suite
Soit || - || une norme sur R™. Soit (zj)r C R™ une suite qui converge vers € R™ pour la norme || - ||.

1. Montrer que la suite (||zg||)r converge dans R. Quelle est sa limite ?
2. Montrer que la réciproque est fausse (pour n = 2 par exemple).

3. On suppose de plus que la suite (yy)x converge vers y € R™ pour la norme || - ||, et soit A € R.
Démontrer que la suite (25 + Ay )r converge pour la norme || - || et donner sa limite.

Correction.

1. Soit (zx)r C R™ une suite qui converge vers x € R™ pour la norme || - ||, alors, par définition :
Ve>0, INeN, Vk>N, |zp—z| <e.
On rappelle la deuxiéme inégalité triangulaire pour xy et x :
VkeN, llzgl = llzll| < [lzx — |-

Soit € > 0, alors on en déduit qu'il existe N € N (le méme que précédemment) tel que pour tout
k> N,
llzell = NIzl < llzx — 2l <e,
et ainsi la suite (||zx||)x tend vers ||z|| quand k — +oo.
2. Soit n=2, |- || = | llocs zx = (=1 + £,0) et & = (1,0). Alors [|z]oc =1 — 1 — 1 = ||lz[|. D’un
autre coté, on a (zy) qui tend vers (—1,0) # x. La réciproque est donc fausse.

3. C’est une question classique, déja résolue dans des cours précédents. On cherche évidemment a
montrer que (zy + Ayg)r converge vers x + Ay. Par définition :

lim zp =2 < Ve; > 0,3IN; € N\VE > Ny, |lag — 2| < &1

k— 400

klll’ll Yp =Y < Veo > 0, AN, € N, Vk>N2,||yk—y|| < €9.
Si A = 0, alors le résultat est évident car il s’agit simplement de la convergence de (zy )y vers .
Si A # 0, soit € > 0, alors en appliquant les deux assertions précédentes a 1 = § et eo = ﬁ il

existe N = max(Ny, Na) tel que pour tout k > N,

ek + Ay — (@ + M) = llze — 2+ Myk — 9)I| < llze — 2] + [Alllye — vl < 5 H I =&

Q\AI

ol on a utilisé 'homogénéité et I'inégalité triangulaire. Ainsi, i lirf Tk + Ay = x + \y.
— 400



Exercice 7. Normes équivalentes et boules incluses
Soient Nj et No deux normes sur R" et & > 0. Pour tout z € R™ et tout r > 0, on note Bj(xz,r) et
By (x,r) les boules pour les normes Nj et Ny centrées en x et de rayon r > 0.
1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Vo € R™, Na(z) < kNi(x);
(ii) Yo € R™, ¥r >0, By(x,r) C Ba(x, kr).
(iii) B1(0,1) C By(0,k).
2. Montrer que N1 ~ N si et seulement si il existe m > 0 et M > 0 tels que, pour tout z € R" et
tout r > 0,

Bi(z,7) C By (x, L) et By(z,r) C Bi(z, Mr).
m

Correction.
1. (i) = (ii). On suppose que Vo € R"™, Na(z) < kNp(z). Soit 2 € R™ et > 0. Soit y € By(x,r),
alors Ni(z —y) < r. On en déduit que (1/k)Na(x —y) < r et donc que No(x —y) < kr. Ainsi
y € Ba(x, kr) et on a montré que By(x,r) C Ba(x, kr).
(ii) = (iii). On applique simplement (ii) & z =0 et r = 1.

(iii) = (i). On suppose que B;(0,1) C Bs(0, k). Soit = € R™, alors pour tout n € N* r €

"
? Ni(z)+

n

B1(0,1) car, par homogénéité, Ny (Nl(;)Jri) = Nﬁ;()i)l < 1. Comme B;(0,1) C Bs(0,k), on en

n

déduit que W € B5(0, k). Ainsi, Ny (W) < k, C’est-a-dire Na(z) < k(Ny(z) + 1) par

homogénéité (car k > 0). Ainsi, quand n — +o00, on obtient que Na(z) < kNy(x).
Remarque : Si les boules sont fermées dans [’équivalence précédente, le résutat reste vrai et il n’y
a pas besoin d’ajouter 1/n puisque x/Ny(x) € B(0,1).

2. On a Ny ~ N> si et seulement si il existe m > 0 et M > 0 tels que, pour tout z € R",

On a donc Np(z) < L Ny (), ce qui est équivalent, via (i) <= (ii), & Bi(2,7) C Bz (z, =) pour
tout r > 0. De méme, Ni(x) < M Na(x) est équivalent & Ba(x,r) C By(x, Mr) pour tout r > 0.

Exercice 8. Application de ’inégalité de Cauchy-Schwarz I
Soit (z1,...,z,) € R™.

n 2 n
1. Démontrer que (Z xk> < nz xi et étudier le cas d’égalité.
k=1 k=1

n
2. On suppose en outre que pour tout k € {1,...,n}, z > 0, et que Zxk = 1. Démontrer que
k=1

n

1
L
k=1 Tk

et étudier le cas d’égalité.
Correction.

1. Soit (z1,...,2,) € R™. Appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs (z1,...,2,) et
(Y15 -0y yn) = (1,...,1) € R™. On trouve alors

n n n % n % n %
S| = [ e g||<x1,...,xn>||2|<1,...,1>|2—(Zd) <le> =V (Zk> .
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

On éléve au carré et on obtient

n 2 n
(Z xk> <n Z xi
k=1 k=1

L’égalité est obtenue si et seulement si les vecteurs (21, ..., 2, ) et (Y1, ..., yn) = (1,...,1) € R™ sont
liés, c’est-a-dire si et seulement si tous les xj sont égaux.



2. On applique maintenant l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs z = (\/Z1, ..., \/Tn) et y =

YNGR YNE
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n
car Z xp =1 et que Vk € {1,...,n}, x; > 0. En élevant au carré, on obtient le résultat désire.

k=1
On a égalité dans cette inégalité si et seulement si les vecteurs z et y sont liés, c’est-a-dire si il
existe A > 0 tel que /7 = \/%, autrement dit z; = v\ car toutes les quantités sont positives
n
ici. On a donc égalité si et seulement si tous les xj sont égaux. Mais comme sz =1, on en
k=1
déduit que Yk € {1,..n}, x), = +

el



