Résumé sur la différentiabilité et les fonctions de classe C*
(Analyse 4, L. Bétermin)
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Dans toute la suite, on considérera une fonction f : Q@ — R ot 2 est un ouvert de R? et un point (zo, yo) € Q.

Pour montrer que f admet des dérivées partielles en (xq,yo) :
e Evidemment, si f est dérivable par rapport a ses variables au point (zg, yo il suffit de calculer direc-
tement les dérivées partielles (formules de dérivations usuelles).
e Si on n’a pas accés directement aux dérivées partielles, on utilise tout simplement la définition en
terme de limite du taux d’accroissement.
Rédaction. Pour tout h # 0, on a

f(xo + h,yo) — f(xo)
h

= simplifier, calculer... — ¢; quand h — 0,

donc a—f(:vg, yo) = £1. De méme, on a, pour tout k # 0,

ox
f(xo,y0 + k) — f(x0)
k

= simplifier, calculer... — f5 quand k& — 0,
0
donc a—i(mo,yo) ={s.

Pour montrer que f est/n’est pas différentiable en (zg,yo) :
e Evidemment, si f est une somme, un produit, un quotient, une composée de fonctions différentiables,
alors elle est différentiable en (zg, yo).
e Si on ne peut pas utiliser 'argument précédent, il faut vérifier que f admet des dérivées partielles, en
déduire la forme éventuelle de la différentielle et utiliser la définition pour vérifier la différentiabilité.

0 0
Rédaction : On vérifie que a—f(sco,yo) =/ et a—f(wmyo) = {y comme au point précédent. Ainsi, pour
€ Yy
tout (h,k) # (0,0), on a

|f(xo + h,yo + k) — f(x0,y0) — L1h — L2k]
(R, E)|l2

< simplifier, calculer... — 0 quand (h, k) — (0,0).



o - . |f(wo +h,yo + k) — f(wo,y0) — €1h — Lok
Ainsi, par comparaison, lim
(h,k)—(0,0) (P, ) |l2

=0 et donc f est diffé-
rentiable en (xo,yo) et
Divoyworf i RZ =R, (h,k) — 1h + lok.
e Pour montrer que f n’est pas différentiable en (xo,yo), on a trois choix :
1. montrer que f n’est pas continue en (zg,yo),

2. montrer qu'une des dérivées partielles de f n’existe pas (un des taux de variations du point
précédent n’a pas de limite finie),
To+h k) — f(x —l1h — Lok
3. montrer que  lim |f(zo + h,yo + k) — f(zo,90) — & 2k y
(h,k)—(0,0) ([ (R, k) |2

0.

Pour montrer que f est/n’est pas de classe C'! au voisinage de (g, o) :
e Evidemment, si f est une somme, un produit, un quotient, une composée de fonctions de classe C*
au voisinage de (29, o), alors elle est de classe C! au voisinage de (zq, yo)-

e Si on ne peut pas utiliser 'argument précédent, il faut vérifier que les dérivées partielles premiéres de
f sont continues en (zg, yo).

Rédaction. Pour tout (z,y) # (zo,Y0), on a :

0 0
—f(:my) = simplifier, calculer..., —f(x,y) = simplifier, calculer...
ox oy
De plus, on calcule %(wo,yo) =/ et G—(xo,yo) = {5 comme au premier point. Ainsi, pour tout
Y
(,y) # (z0,%0), on a
of N
8—(x,y) —¢1| < simplifier, calculer... — 0 quand (x,y) — (zo, Yo)
x
et, de méme
of .
a—(x,y) — ly| < simplifier, calculer... — 0 quand (z,y) — (x0,¥0),
Y

donc les dérivées partielles de f sont continues en (xq,yo), donc f est de classe C* au voisinage de
(20, Y0)-
e Pour montrer que f n’est pas de classe C! au voisinage de (29, o), on a trois choix :
1. montrer que f n’est pas continue en (zg,yo),
2. montrer que f n’est pas différentiable en (xq, yo),

3. montrer que les dérivées partielles de f ne sont pas continue en (xg,yo)-

Pour montrer que f admet des dérivées partielles secondes en (zg,yo) :
e Evidemment, si f est une somme, un produit, un quotient, une composée de fonctions deux fois
différentiables, alors elle est deux fois différentiable en (xg,yo) et admet donc des dérivées partielles
secondes en ce point.

e Si on ne peut pas utiliser 'argument précédent, on étudie la limite des taux de variations.
e Rédaction. Pour tout h # 0 et tout x # 0, on a

f(xo+x+h,yo) — f(xo +,90)

0
= simplifier, calculer... — —f(xo + x,y0)

h oz
quand h — 0, et ainsi,
U (2o + x,y0) — UL (x 02
o (%0 ,yogz 5 (%0, 90) = simplifier, calculer... — @(xo,yo)

quand x — 0. De méme, pour tout k # 0, et tout y # 0, on a

J(wo,y0 +y +k) — f(xo,y0 +y)

3}
= simplifier, calculer... — a—i(ajo,yo +vy)

k
quand k — 0, et ainsi
o o)
a*,]yc(ﬁﬂoyyo+y) - a*i(xmyo) o?

= simplifier, calculer... — —= (g,
y p é91/2( 05 %0)



quand y — 0. De méme, pour tout k # 0 et tout x # 0, on a

k) —
f(mO + xvy() + ]i f(x() + %?JO) _ Simpliﬁer, CalCuleI’... N gf (xo + x’ y())
Y

quand k — 0, et ainsi

] ]
37£(x0 + 1'7:’/0) - ;Ti(ffo,yo) 82

= simplifier, calculer... — m(azo,yg)

X

quand x — 0. Enfin, de la méme fagon, pour tout h # 0 et pour tout y # 0,

f(xO + h7y0 + y) — f($07y0 + y) — Simpliﬁer, calculer... —s g(x(); Yo + y)
h ox
quand h — 0, et ainst
5L (wo, 90 +y) — %($07y0) 0*

= simplifier, calculer... — ——— (o,
” siumplifier, calculer 990 (wo yo)

quand y — 0.

Pour montrer que f est de classe C? au voisinage de (7¢,%o) :
o Evidemment, si f est une somme, un produit, un quotient, une composée de fonctions de classe C?
au voisinage de (9, o), alors elle est de classe C? au voisinage de (z9,%o)-
e Si on ne peut pas utiliser 'argument précédent, il faut vérifier que les dérivées partielles premiéres et
secondes de f sont continues en (zg, yo).

1. Pour montrer que les dérivées partielles premiéres de f sont continues au voisinage de (g, yo), cf.
le point sur les fonctions C*.

2. Pour montrer que les dérivées partielles secondes de f sont continues au voisinage de (zg, yo), cal-
culer les dérivées partielles secondes en (xg, o) comme au point précédent, les calculer directement
(formules de dérivation) aux points (z,y) # (o, yo), puis montrer la continuité ((x,y) — (xo, Yo))-

Pour montrer que f est/n’est pas deux fois différentiable en (zq,yo) :

e Evidemment, si f est une somme, un produit, un quotient, une composée de fonctions deux fois
différentiables, alors elle est deux fois différentiable en (zq, yo)-

e Si on ne peut pas utiliser 'argument précédent, on peut passer par la définition en calculant le bon
candidat L (linéaire) pour la différentielle ET la différentielle seconde @ (bilinéaire) et montrer que

lim |f(.’1?0 + h,yo + k) - f(:EOa yO) B L(ha k) - (b((ha k:)v (ha k))' =0
(hyk)—(0,0) (R, k)3 ’

ou bien (plus simplement) montrer que f est de classe C? au voisinage de (o, o)
e Pour montrer que f n’est pas deux fois différentiable en (xq,yo), on peut :

1. montrer que f n’est pas continue en (zg,yo),

2. montrer que f n’est pas différentiable en (xq,yo),

3. montrer que la limite précédente ne vaut pas 0 (plus rare!),

4. montrer que f ne vérifie pas le théoréme de Schwarz, c’est-a-dire que

0% f o%f
6y6$ (x()vyo) # axay (fl?o, yU)

Pour déterminer /utiliser le développement de Taylor-Young a ’ordre 2 de f au point (zg,yo) :
e La fonction f étant deux fois différentiable en (zg, yo), il suffit de calculer les dérivées partielles léres
et 2ndes de f en (x,yo) et ainsi, quand (h, k) — (0,0),

f(wo +h,yo + k) =f(20,%0) + gi (%o, y0)h + g(xoayo)k

dy

1 92 192 2
ML =
Oy?

f 2, O°f 2 ;2
- h* + - k hk + o(h* + k
5 92 (zo,Yo)h” + 5 (w0, yo)k~ + D20y (20, yo)hk + o(h” + k%)
e De plus, si f est deux fois différentiable et
f(xo+ h,yo + k) = a1 + ash + ask + ash® + ask® + aghk + o(h* + k?)

quand (h,k) — (0,0), alors, par unicité des différentielles premiéres et secondes : a1 = f(xo,yo),

2 2 2
az = %(Io,%% az = %(%JJO% a4 = %%(Io,yo)v as = %%ﬁ(aﬁo,yo) et ag = %(l’o,yo)-



