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CORRECTION

Exercice 1 Question de cours (3 + 1 = 4 points)

Soit || - || une norme quelconque sur R, z € R™ et r > 0.
1. Montrer que la boule ouverte By (z,r) est un ouvert de R".
2. En supposant connu le fait que la boule fermée Fll'll (z,7) est un fermé de R™, montrer que la sphére
Sj.|(z,7) est un fermé de R™.
Correction.

1. Soit y € By.(x,7), posons § = r — ||z — y||, alors pour tout z € By (y,d), on a
|z =zl =llz —y+y— 2l <llz =yl +lly -2 <[x -yl +5=r,

donc z € By, (w,r) et ainsi B, (y,0) C By (z,7), ce qui prouve que la boule ouverte By, (z,7)
est un ouvert de R™.

2. On a Sy (z,7) = By (x,r)\By.(x,r) = By (z,r) 0 By (z,r)¢. Or Bj(z,r) est un fermé de R”
et B)(z,r) étant un ouvert de R", son complémentaire est un fermé de R". Ainsi S|, (x,7) est

un fermé de R™ comme interesection de deux fermés de R™.

Exercice 2 Différentiabilité premiére et seconde (2 + 2 = 4 points)
Soit f : R? — R définie par

y4

0 si (z,y) = (0,0)

1. On suppose que s est continue sur R?. Montrer que f est de classe C! sur R2.
x

0% f 0% f
Oxdy (0,0 et OyOx

Cette égalité permet-elle de conclure que f est deux fois différentiable en (0,0) ?

2. Montrer que (0,0) existent et sont égales.

Correction.

3}
1. II suffit de montrer que a—f est continue sur R?. Tout d’abord, f étant différentiable sur R?\{(0,0)}
Y

comme quotient de fonctions différentiables, f admet des dérivées partielles et on a

B 3 2 2
W) 2 0,0 G (g = 2 L)

Ainsi, 2 est continue sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur

Ay
ne s’annule pas car V(z,y) € R?, 22 + 42 =0 <= z =y = 0. De plus, pour tout k # 0,

f(Ov k) — f(oa 0) kQ




quand k — 0, et donc %(0, 0) =0.
Pour tout (x,y) # (0,0), on a |y| < /22 + y? et ainsi,

3
of of 2yl*(22% +24°) _ 42?2 +y? (27 + o7
— - = < < = 4\/22 + 12 — 0,
TR T (% +y2)? (% +y2)? R

quand (x,y) — (0,0), ce qui veut dire, par comparaison, que g—?]; est continue en (0,0) et donc
finalement sur R2.

2. Calculons, pour h # 0 et k # 0,

k* 2
_ —k
Qim%ﬂ:1m1KMk) JOR) oy BTN pi2 2
Oz h—0 h h—0 h h—0
of . . . of
—=(h,0) =0, en utilisant directement 1’expression de ——,
(h,0) = 0, en utilisant directement I’expression de
Ay Ay
et ainsi of o7
of of 95 _ 9
5 (0:k) = 5-(0,0) o (h,0) 3y (0,0) »

k h
qui tendent tous les deux vers 0 quand A — 0 et £ — 0. On en déduit que
0? 0?
/ 0,0) = f
0xdy 0yox

(0,0) = 0.

Cette égalité ne permet pas de conclure quant a la différentiabilité seconde de f en (0,0).

Exercice 3 Extrema (2 + 1.5 + 2 + 1.5 = 7 points)
Soit K = {(z,y) € R? : 2 >0,y > 0,2 +y < 1} dont le bord et I'intérieur sont définis par

OK ={(z,1 —2) eR*: 2 € [0,1]} U{(2,0) € R? : 2 € [0, 1]} U {(0,y) € R? : yy € [0,1]}
K={(z,y) eR®:2>0,y>0,z+y<1}.
De plus, on définit la fonction f : R? — R par ¥(z,y) € R?, f(z,y) = 2y(1 — = — y).
1. Montrer que f atteint son maximum sur K.

11
2. Calculer f (4, 4> et montrer que le maximum de f sur K n’est pas atteint sur 0K.

3. Déterminer le(s) point(s) critique(s) de f sur K et en déduire la valeur du maximum de f sur K
ainsi que le(s) point(s) ou il est atteint.
11
4. On sait que le développement de Taylor-Young a l'ordre 2 au voisinage du point (3, 3) est, quand
(h,k) — (0,0), pour un certain triplet de réels (a, b, c),

1 1 1
f<3+h,3+k> :a+bh+ck—§(h2+k2+hk)—|—0(h2—|—k2).

Déduire des questions précédentes les valeurs de a, b et ¢, et donner ’expression de la hessienne de

; (11
au poin -, = .
P 33



Correction.

1. f est continue sur R? comme produit de fonctions continues. De plus, K est un compact de R?
comme fermé-borné de R? d’aprés le Théoréme de Heine car :
e K est un fermé de R2. En effet, soit {(zx,yx)}r C K une suite qui converge vers (x,y) € R2.
Alors, pour tout k € N, on a

>0, yp=>0 et xp+yr <L

En passant a la limite, par continuité, on obtient x > 0, y > 0 et  + y < 1, ce qui veut dire
que (z,y) € K, donc K est fermé dans R?.
e K est borné. En effet, pour tout (z,y) € K, on a

0<z<oz+y<l et 0<y<z+y<l,

ce qui prouve que K C [0,1]?, donc K est borné.
Ainsi, d’aprés le Théoréme de Weierstrass, f atteint ses bornes sur K, donc le maximum de f sur
K est atteint.

2. Onaf(%,%) = % X % X % = 3% Si (x,y) € 0K, alors x =0 ouy =0 ou z+y = 1, ce qui implique
que f(xz,y) = 0. Comme f (%, %) > 0, il est clair que le maximum de f sur K n’est pas 0 et n’est

donc pas atteint sur 9K.
3. Pour tout (z,y) € K, on a

— _ 2 N y(l—-2x—y)=0 1-2x—y=0
Veynf =0 < (y—2zy—y°,2—2yr—2") = (0,0) <= {$(1—2y—:p):0 — oy

car ¢ # 0 et y # 0 puisque (z,y) € K. D’aprés la premiére équation, on a y = 1 — 2x et, en

remplagant dans la deuxiéme, on obtient 1 — 2(1 — 2z) — z = 0 c’est-a-dire = = %, ce qui donne
1 l)
313/
On sait que le maximum de f sur K, qui existe d’aprés la question 1., n’est pas atteint sur 9K Il est

y=1—-2x= % Ainsi, le seul point critique de f dans K est (

donc atteint sur K qui est un ouvert, donc f admet nécessairement un point critique en ce point.
Comme (%, %) est le seul point critique sur cet ensemble, le maximum de f est nécessairement
atteint en ce point. Le maximum de f est donc

11 1 1 1 1
max f(x,y) = — -] =X - X Z-=—.
(ax f(z.y) = f (3’ 3) 37373 97

Alternativement : On peut calculer la hessienne de f au point (%, %) Comme, pour tout (z,y) € R?,
0’ f

0% f
w(xay) = —2y,

oy?

0% f 0% f

(x,y):—2x, 8?@($7y):m

(z,y) =1—2x — 2y,

_2 _1

on trouve Hy (%, %) = < $ 3 > de déterminant % > 0 et de trace —% < 0, donc f admet au
3 3

point (%, %) un mazimum local qui est donc aussi le mazimum global puisqu’il n’y a pas d’autre

mazimum local atteint sur K.

4. Comme f est deux fois différentiable au point (%, %), par unicité des différentielles premiéres et
secondes, on obtient :
e a=f (%, %) = 2% d’aprés la question précédente,
e (be)= V(é%)f = (0,0) car (%, %) est un point (:1ritique2 de f,

e La hessienne de f au point (%,%) est Hy (%, %) = < _i -

3
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Exercice 4 Maximum d’un fonction a trois variables (2 + 3 = 5 points)
Soit F': R? — R définie par F(x,y,2) = (z + 2y + 22)2. On note B = {(z,y,2) € R3 : 2% + 42 + 22 < 1}

la boule fermée de R? de centre (0,0, 0) et de rayon 1 pour la norme euclidienne.

1. Montrer que, pour tout (z,y,z) € B, F(x,y,z) <9.

2. Montrer que le maximum de F' sur B est 9, atteint exactement en deux points que l'on explicitera.
Correction.

1. Soit (x,%,2) € B. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R? aux vecteurs u = (1,2,2) et

v = (x,y, z) et on obtient

@+ 2y + 22| = |(u,v)| < [lull2llolla = V12 + 22+ 22/2% 4+ 2 + 22 = VOV/a? 4+ 42 + 22,

Comme 2+ 724 22 < 1, on obtient |z 4 2y + 22| < /9 et en élevant au carré on obtient I'inégalité

désirée, c’est-a-dire F(z,y,z) < 9.
2. 11 suffit d’étudier le cas d’égalité dans l'inégalité précédente. On a

INeR,(z,y,2) = A(1,2,2)

V($,y,Z)EB7F(CC,y,Z):9 <~ { $2+y2+22:1 )

la premiére condition étant donnée par le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. De la

premiére condition, on obtient que y = z = 2z et, en remplacant dans la deuxiéme équation, on

obtient
11
420+ (20 =1 <= %l =1 < xe{—g,g}.
Ainsi,
° Six:—%,alorsy:z:lr —%,

Wb ||

osix:%,alorsy:z:Zx: ,

5):

wiN

et on conclut que le maximum de f sur B est 9 atteint aux points (—%, —%, —%) et (%,



