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Correction

Exercice 1 Question de cours (4 points)

Enoncer et démontrer le théoréme des bornes atteintes de Weierstrass.

Correction.

Enoncé : Soit f: E C R™ — RP une application continue et K C F un compact (non-vide) de R™. Alors
f(K) est un compact de RP. Ainsi, toute fonction continue f : K C R™ — R sur un ensemble compact
K atteint ses bornes sur K.

Preuve : Soit K C E un compact de R" et (yx)r C f(K). Montrons que (yx)r admet une sous-suite
convergente dans f(K). On sait qu’il existe une suite (x)r C K telle que, pour tout k € N, y, = f(xg).
Comme K est compact, (7); admet une sous-suite () )x convergente vers z € K. La suite (f(zyx)))k
est une sous-suite de (yi)r. Comme f est continue sur E, (f(w,)))x converge vers y := f(z) € f(K).
On en déduit donc que f(K) est compact.

Supposons maintenant p = 1. L’ensemble f(K) est un ensemble fermé et borné de R. Comme il est
non-vide car K # () et borné, il admet donc une borne supérieure et une borne inférieure

m = inf f(z), M = sup f(z).
zeK zeK

Comme m et M sont par définition des limites de suites de f(K) et que f(K) est fermé, m = mi[I(l f(z) €
re

f(K) et M = max f(z) € f(K), ce qui signifie que f atteint donc ses bornes sur K.
BAS

Exercice 2 Continuité (4 points)
Etudier la continuité de f : R? — R3 définie par

22+ xy  sin(z? sin(y?
flx,y) = <\3/a%yy2’ (\/g)jz%y;y ),xyln(x2 +y2)> si (z,y) # (0,0)
(0,0,0) si (z,y) = (0,0).

Correction. f est continue sur R?\{(0,0)} car chacune de ses composantes I’est comme quotient ou

composée de fonctions continues car

2

V(x,y)eRQ, P4+ <0 = 24+42=0 <= =z :y2:0 <~ (z,y) = (0,0).

Etudions la continuité en (0,0) en notant f = (f1, f2, f3).

e Pour étudier la continuité en (0,0) de f1, passons en coordonnées polaires. Pour tout r» > 0, 6 € [0, 27|,

on a
312 cos? O + 12 cos 0 sin 0
|f1(rcos@,rsinf)| = [3r° cos” 6 + r” cos fsin 6| = 7|3 cos? f+cosfsinf| < r (3|cos2 0] + | cosfsind|) < 4r
r
et lim 4r = 0. On a donc, par comparaison, lim  fi(z,y) = 0 = f1(0,0) et f est donc continue en
r—0 (,y)—(0,0)
(0,0).

e Pour étudier la continuité en (0,0) de fy (ceci est probablement une variante de ce que vous avez vu



en TD), on peut utiliser le fait que pour tout «, S réels, sina + sin 8 = 2sin (#) cos (O‘%) et on

(=9l _, s (55))

2

obtient, pour tout (x,y) # (0,0),

w0

fale,y)] = 2sin (=) | o

><1 Va2 442
x
D) y?

1
< @l

sin (M) ’ 1 72 — y2
C li — =1 li = =0,et i 2 =2 0)] =
ome (x,y)lin(o,o) H(w,gy)llg ’ (m,y)g%p) 2 I 9)ll2 =0, e (z,y)lgto,o) cos < 2 ) ’ | cos(0)]
2, donc ( l)im(0 fa(x,y) = 0= f2(0,0) et fa est donc continue en (0,0).
z,y)—

Alternativement, on peut utiliser les équivalents : pour tout (x,y) # (0,0), quand (z,y) — (0,0),

22 + o(z?) + 3% + o(y? o(x?) + o(y? xe xz, 2e xz,
folz,y) = @) +y"+oly) _ pap d@) o) | sas va@y) | e y)
Va? 4y Va2 42 Va2 /a2

ot e1(z,y) et ea(x,y) tendent vers 0 quand (x,y) — (0,0). Comme, pour tout (z,y) € R?, 22 < 22 + y?

et y?> < z2 + y2, on obtient

2?%e1(z,y)

V| S

y€1:cy

22 + y2ler(x,y)| et
Ve V|

< Va2 +y?lea(z,y)]

?e1(z,y) | ylea(w,y)

donc, par comparaison pour les deux derniers termes, lim /z 2+ =0
(,9)—(0,0) Vaz+y? 2?2 + g2
et donc  lim  fo(x,y) = 0= f2(0,0) ce qui prouve que fo est continue en (0,0).

(z,y)—(0,0)
e Pour étudier la continuité en (0,0) de f3, on note que, pour tout (z,y) # (0,0),

|f3(z, )| = lzllyllIn(z? +y)| < [z, 9)lI3 n(l|(z, )]3)] = 0

quand ||(z,y)||3 — 0, par croissances comparées, donc quand (z,y) — (0,0). Ainsi, par comparaison,

lim  f3(xz,y) =0 = f3(0,0) et f3 est donc continue en (0,0).
(z,9)—(0,0)

Ainsi, f est continue en (0,0), donc finalement sur R2.

Exercice 3 Topologie (0.5 + 1 + 1.5 + 1 = 4 points)
1. Montrer que A = {(z,y, z) € R® : max(|z — 1|, |y + 2|, |z — 3|) <4} est un ouvert de R®.
Montrer que B = {(z,y) € R? : |z| + |y| < 1,2 < 1} n’est ni ouvert ni fermé dans R2.

Montrer que C = Z2 N {(z,y) € R? : 422 + y* < 16} est un compact de R2.

- WD

Soit £ C R™ un ensemble non-vide et dg : R" — Ry, z — dg(z) = ;gg |z — al|o désignant la
distance entre le point x et 'ensemble E. Montrer que # € E <= dg(z) = 0.
Correction.

1. On remarque que A = By ((1,-2,3),4), donc c’est un ouvert de R® en tant que boule ouverte
de R3.

2. B est la boule fermée pour la norme || - ||; privée du point (1,0).
Ce n’est pas un fermé car si on considére la suite {<1 — k—il, 0) }k . il s’agit d’une suite de points
€
de B car :



e pour tout k € N, ‘1—%“‘+\0|=1—ﬁ_1<1,

e pour tout k € N, 1—ﬁ<1,
et cette suite tend vers (1,0) ¢ B, donc B n’est pas fermé dans R2.
Ce n’est pas non plus un ouvert car, pour tout » > 0, B((0,1),r) centrée en (0,1) € B est telle
que (0,1 + g) € B((0,1),r) mais (0,1 + g) ¢ B car 0| + }1 + g} =1+ % > 1. On ne peut donc
pas construire de boule ouverte centrée en (0,1) et incluse dans B.

3. On commence par montrer que Z est un fermé de R. En effet, on a Z¢ = ( J, ,]k, k4 1[ qui est une
réunion d’ouverts, donc un ouvert, ce qui prouve que Z est fermé. Ainsi, Z? est le produit cartésien
de deux fermés, c’est donc un fermé.

Montrons maintenant que C' = {(z,y) € R? : 422 + y* < 16} est un compact de R2.

L’ensemble C’ est un fermé de R2. En effet, soit {(xx,yr) reny C C une suite qui converge vers
(z,y), alors pour tout k& € N, on a 41'% + yﬁ < 16. Comme (x,y) — 422 + y* est continue, par
passage & la limite on obtient que 422 4+ y* < 16 ce qui prouve que (x,y) € C" et donc que C” est
un fermé de R?.

L’ensemble C” est aussi borné car, pour tout (x,y) € C’, on a
42 <42+t <16 et gyt <4da? 4yt < 16,

ce qui implique que 2% < 4 et y* < 16 et donc |z| < 2 et |y| < 2, ce qui implique que C” est bien
un borné de R2.

Ansi, C’ est un compact de R? comme fermé-borné, par le théoréme de Heine-Borel.

L’ensemble C est donc fermé de R? comme intersection de deux fermés de R?. C’est aussi un borné

car C’ est borné. On en déduit donc que C est un compact de R2.

4. On a les équivalences suivantes :

r€FE «— El(xk)keN CFE, lim x,=x
k——+o00
= J(@p)ren C E, lim ||z —z4]2 =0
k—+o0

< inf ||z —all2 = 0.
ack

Exercice 4 Normes (1.5 + 1.5 = 3 points)
Soit N : R? = R, (z,y) — |22 —y| + |z + y|.
1. Montrer que N est une norme sur R2.
2. Montrer que pour tout X = (z,y) € R? et tout R > 0, on a
Boo(X,R) C Bi(X,2R) C By(X,6R),
ot By(X,r), Bi(X,r) Boo(X,r) désignent respectivement les boules ouvertes de rayon r > 0
centrées en X € R? pour les normes N, || - ||1 et || - [|oo sur R2.
Correction.
1. On vérifie les 4 axiomes d’une norme :
e Positivité. Soit (z,y) € R?, alors |2z — y| > 0 et |z +y| > 0, et donc N(z,y) > 0.
e Séparation. Soit (z,y) € R?, alors on a
N(z,y) =0 <= 2z —y|=|z+y/=0 < 22 —y=0etz+y=0
<— 3r=0etx+y=0
< (z,y) = (0,0).



e Homogénéité. Soit (z,y) € R? et A € R, alors on a
N(Az,y)) = N(Az, Ay) = [22z — Myl + [Az + Ay| = [M[22 — y| + [M]z + y| = [AN (2, ).
e Inégalité triangulaire. Soient (z1,11) € R? et (22,72) € R?, alors on a

N((z1,y1) + (x2,y2)) = N(x1 + 22,91 + y2) = 221 + 222 — y1 — y2| + |21 + 22 + y1 + ¥2|
<221 — w1 + 222 — yo| + |21 + yi| + 22 + 2|
= N(z1,91) + N(22,92).

Donc N est une norme sur R2.

2. Soit (z,y) € R?, alors on a

(Il + ly]) = 3ll(z, vl

N(z,y) = 22 —y| + |z + y| < 2|z[ + [y| + |z| + [y| = 3|z +2ly[ <3
< 3(max(|z], [y|) + max(|z|,[y]))
6

1, ) lloo-

On a donc montré que N(z,y) < 3|(z,y)[l1 < 6//(z,y)l|oc-
Soit X € R?2et R > 0.SiY € Boo(X, R), alors ||Y — X||oo < R et donc, par I'inégalité précédente,
on obtient

[V = Xfly <6]Y = X]loo <6R

et donc ||Y — X||1 < 2R ce qui veut dire que Y € B;(X,2R) et on a montré que B (X, R) C
B (X,2R).

SiY € Bi(X,2R), cela implique donc, encore par 'inégalité démontrée précédemment, que
NY —X) <3||lY — X|1 < 6R

et donc que Y € By(X,6R), et on a montré que B (X,2R) C By(X,6R).
On en déduit finalement que By (X, R) C B1(X,2R) C By(X,6R).

Exercice 5 Module de continuité (2 + 1 + 2 = 5 points)
On dit que f : R™ — RP admet un module de continuité w : Ry — R4, si w est continue en 0, w(0) = 0
et si on a, pour tout (z,y) € R" x R, || f(x) — F()]l2 < w(llz — yll2).

1. Montrer que si f admet un module de continuité, alors f est continue.
2. Montrer que toute norme || || sur R” admet un module de continuité dont on précisera ’expression.

3. Soit K C R™ un compact non-vide, f,g: K — R deux fonctions continues. On définit h : R - R

par

VteR, h(t)= sg}g {f(z) +tg(x)}.

Montrer que h admet un module de continuité dont on précisera ’expression.
Correction.

1. Supposons que f admet un module de continuité w. Soit zg € R? et (z3)r — zo, alors on a
klim w(||zk — oll2) = w(0) car w est continue en 0 et ||z — zpll2 — 0. Comme w(0) = 0, on a
—+00
donc, par comparaison, que klim | f(xr) — f(xo)||2 = 0, donc (f(zx))r — f(zo) pour n’importe
——+00

quelle suite tendant vers xg, donc f est continue en xg, et donc sur R".



2. Toute norme || - || : R™ — R vérifie la deuxiéme inégalité triangulaire : pour tout (x,y) € R™ x R™,

izl = llylll < [l =yl

De plus, par équivalence des normes sur R", il existe M > 0 telle que, pour tout (x,y) € R"™ x R™,
|z — yll < M|z — yl|2, et donc
izl = [yl < Mz — yll2.

Ainsi, || - || admet w : Ry — Ry, ¢ — Mt comme module de continuité qui est bien continue en 0
et tel que w(0) = 0.

3. Comme f et g sont continue sur le compact K, il en va de méme pour x — f(z) + tg(z) quelque
soit ¢t € R, qui atteint donc son supremum qui est un maximum (et qui dépend de t) d’aprés le
théoréme des bornes atteintes de Weierstrass. Soit (s,t) € R? alors il existe 1 € K (qui dépend
de t) et x2 € K (qui dépend de s) tels que

h(t) = f(w1) +tg(a1) = max{f(z) + tg(z)}, et h(s) = f(w2) + sg(w2) = max{f(x) + sg(2)}.
De plus, on sait que h(s) > f(z1) + sg(x1) et h(t) > f(x2) +tg(x2). On a donc
h(t) = h(s) = f(x1) +tg(x1) = h(s) < f(z1) +tg(x1) = (f(21) + sg(x1)) = (£ — s)g(21)

<t —SIgle%lg( )|

et, de méme

h(s) = h(t) = f(x2) + sg(x2) — h(t) < f(x2) + sg(x2) — (f(22) + tg(xa)) = (s — t)g(2)
< Jt— s r&%\g(w)!

ce qui prouve, en notant k = max |g(x)|, que
rzeK
V(s,t) € R?, |h(t) — h(s)| < k|t — s,

et donc que h admet w : Ry — Ry, t — kt comme module de continuité, qui vérifie bien w(0) = 0

et est continue en 0 (h est k-lipschitzienne).



