Remarque 1.24. Quelques remarques sur cette notion de convergence :
e Attention : une suite pourrait converger pour une certaine norme et pas pour une autre! Sur
R", ce ne sera pas le cas, et cela grace a I'équivalence des normes.

Exercice : Vérifier que la notion de suite convergente ne dépend pas de la norme choisie.

* On peut réécrire cette définition en utilisant la notion de boule ouverte associée a la norme
|- de la facon suivante :

Ve>0, INeN, VkEN, xkEB”.”(x,e).

On peut aussi dire : “quelque soit le voisinage (cf. chapitre suivant, mais une boule ouverte suffit)
de x — aussi petit que U'on veut au sens de lU'inclusion —, il existe un rang a partir duquel tous les
termes de la suite sont dans ce voisinage."

Proposition 1.25 (Convergence des coordonnées d’une suite). La suite (x) = (x,lc, --~»xZ)k c
R™ converge vers x = (x',...,x™) pour || - ||, si et seulement si (x;c)k converge vers x' pour tout
i€fl,..,n} pour|-|.

Remarque 1.26. On peut choisir n'importe quelle autre norme que | - ||» dans la proposition
précédente, car toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. On suppose que (xg)x = (x;,....x})r < R” converge vers x = (x',.., x") pour
|- 1l2. Alors
Ve>0, INeN, Vk=N, |xp—xl2<e.

Soit € > 0, alors, en appliquant I'assertion précédente a ¢, il existe NV € N tel que pour tout k = N,

Vie{l,.,nl, |xj—x'|=/(xl —x)? <|lxe—xll2 <e.

Cela prouve que (x]"c);C converge vers xt pour tout i € {1,...,n}.
Réciproquement, supposons que (x,ic)k converge vers x! pour tout i € {1,..., n}, alors, pour cha-

cundecesi,ona
Ve; >0, IN;eN, Vk=N;, |x]l€—xl| <E;.
. . . L N £ ’e .
Soit € > 0, alors en appliquant les n assertions précédentes a ¢; = 7, on trouve qu’il existe
n
N =max; N; tel que pour tout k= N, on a
2 i i 0\2 i eV_ &,
lxk—xll5 =) (xp—x)° < (—) =n—=¢,
i=1 is\wn

et donc || xx — x|l2 < €, ce qui prouve que (xi) converge Vers Xx. O

Remarque 1.27. Plusieurs remarques concernant cette partie du cours :
e Tout R (ou C)-espace vectoriel de dimension fini est normable (on peut y définir une
norme). En effet, un tel espace admet toujours une base {e;};. Ainsi, on peut donc définir

n n
Vx=) xie;xi€R(ouC), [xli=)Ixil
i=1 i=1

qui est une norme sur cet espace (méme preuve que pour la norme 1 classique).



¢ Exemple de norme sur un espace de dimension infini : soient a < b et C([a, b],R) 'espace
des fonctions continues de I'intervalle [a, b] dans R. Alors I'application || - ||; définie par

b
T :f F0)ldx

est une norme sur C([a, b],R).
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2 Arpenter les lieux : éléments de topologie dans I'espace Eu-
clidien (R", | - [I2)

Dans ce chapitre, on se restreint a la norme euclidienne || - ||, définie par
n 2
2
VX = (x1,.0x2) €R", xlla=| D] x5 -
k=1

2.1 Ouverts et fermés de (R”, | - ||»)

Définition 2.1 (Ouverts et fermés de (R”?, || - ||2)). On munitR" de la norme || - |2, alors :

* ondit que Q c R" est un ouvert deR" si

VxeQ, 3dr>0, B(x,r)cQ.

* ondit que F c R" est un fermé deR" si R"\F est un ouvert deR".

Remarque 2.2 (Ensemble non-ouvert). On remarque que A c R” n’est pas un ouvert si et seule-
ment si
dxe A, Vr>0, B(x,r)¢A.

Cela ne veut PAS dire que A est fermé! Il existe des ensembles ni ouverts, ni fermés.

Remarque 2.3 (Indépendance par rapport a la norme). Comme toutes les normes sont équi-
valentes sur R”, la notion d’ouvert ne dépend pas de la norme choisie (norme équivalentes
implique inclusion de boules ouvertes). Ainsi, la notion de fermé ne dépend pas non plus de la
norme.

Proposition 2.4 (Ouverts comme réunions de boules ouvertes). Les ouverts de R" sont des
réunions de boules ouvertes.

Démonstration. Soit Q < R" un ouvert et soit

Ra:= U B&rn).

x€Q
r:B(x,r)cQ
Remarquons qu’a chaque x € Q, 'existence d’'un r > 0 tel que B(x,r) < Q est assurée par le fait
que ( est un ouvert.
Montrons que Zq = Q. Soit y € Zq, alors il est clair que y € Q. Réciproquement, soit y € Q,
alors il existe r > 0 tel que B(y,r) € Q, et donc B(y,r) € %q, ce qui prouve que y € Zq et donc
que I'on a égalité entre ces deux ensembles. O

Proposition 2.5 (Caractérisation séquentielle d’'un fermé). Une partie F est fermé si et seule-
ment si la limite de toute suite convergente d'éléments de F appartient a F.

Démonstration. Raisonnons par contraposée et montrons ainsi que

F n'est pas fermé <= 3(xy) < F telle que klirn Xr=x¢F.
—+00
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Supposons que F n’est pas fermé, alors F¢ n’est pas ouvert et donc il existe x € F€ telle que pour
toute suite (¢x)x < R4 tendant vers 0, on a pour tout k € N, B(x, €x) ¢ F€. Ainsi, on fixe une suite
(ex)retona:VkeN, dx; € B(x,ex) N F. La suite (xi); ainsi construite est une suite d’éléments
de F qui vérifie, Vk €N, || x; — x| < €x — 0 quand k — +oo, et donc converge vers x ¢ F.
Réciproquement, supposons qu’il existe (xz)r < F qui converge vers x ¢ F. Ainsi x € F° et,
comme (xj) tend vers x,

Vr>0, 3keN, |xpz—xl2<T.

Onaainsi, Vr >0, B(x, r) & F¢, puisque cette boule contient x; € F. Ainsi, F¢ n’est pas un ouvert
de R" et donc F n’est pas un fermé de R”. O

Proposition 2.6 (Réunions et intersections d’ouverts et de fermés). On a :
1. Les ensembles R" et l'ensemble vide @ sont a la fois ouverts et fermés.
2. Pour tout x € R", {x} est un fermé.
3. Laréunion d’'une famille quelconque d’'ouverts est un ouvert.
4. Lintersection d'un nombre fini d’ouverts est un ouvert.

5. Lintersection d'une famille quelconque de fermés est un fermé.

6. La réunion d'un nombre fini de fermés est un fermé.
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