Remarque 3.12. D’apres le résultat précédent, on voit que si f est linéaire, elle est néces-
sairement Lipschitzienne (et donc continue), c’est-a-dire qu’il existe k > 0 tel que pour tout
(x,y) eR" xR",

1fxX) = FNI < kllx—yl.

Le résultat suivant est obtenu automatiquement a partir de celui portant sur les opérations
sur les limites de fonctions.

Proposition 3.13 (Opérations sur les fonctions continues). Les sommes, produits, quotients
(avec dénominateur non-nul) et composées de fonctions continues sont continues.

Exemple 3.14. Considérons la fonction f définie par

x5+5

f,y =3 xt+y4 si (x,y) # (0,0)
0 si (x,) = (0,0).

La fonction f est clairement continue comme quotient de fonctions continues sur R?\{(0,0)}
carV(x,y) eR?, x*+y*=0 < x*=y*=0 < x=y=0.Pour (x,y) # (0,0), on a

4 y4

|x|° oy
x4+

Iy
AN

0< V)< =
If (e ) XAyt XAyt

P y45|x|+|y|=ll(x,y)||1—>0

quand (x, y) — (0,0). Par comparaison, on a donc ( l)irr%0 0)f(x, ¥) =0 = £(0,0). On en déduit
xX,y)—,

donc que f est continue en (0,0), et donc sur R?.

On obtient aisément les résultats suivants portant sur les opérations sur les fonctions conti-
nues.

Proposition 3.15 (Caractérisation séquentielle des fonctions continues). Soif f : E c R" — R
et xo € E. Alors f est continue en xy si et seulement si pour toute suite (xi) < E qui converge vers
Xp,ona lim f(xg) = f(xo).

k—+o0

Démonstration. (Exercice donné en CM / Preuve déja faite en L1 pour m = n = 1). Supposons

que f est continue en xg et soit (xi) < E telle que klim Xk = Xo. Montrons que klim flxg) =
—+00 —+00

f(xp), c’est-a-dire
Ve>0, IANeN, Vk=N, |[f(xx)—f(xol2<e.

Nos hypotheéses s’écrivent donc :

Ve>0, 36>0, VxeE, |x—xpll2<6=If(x)—f(xp)ll2<e (f continue)
Ve>0, IANeN, Vk=N, |xx—xoll2<e€ (X — Xo).

Soit € > 0, alors par continuité de f, il existe 6 > 0 tel que pour tout x € E, |x — xoll < 6 =
I f(x) — f(x0)ll2 < €. De plus, par convergence de la suite (xi), pour un tel 6 > 0 il existe N € N
tel que pour tout k = N, [l xx — xpll < 6. Ceci implique que || f(xi) — f(x0) |l < € pour tout k = N et
on a montré que la suite (f(xx))x converge vers f(xo).

Supposons maintenant que pour toute suite (xx); convergeant vers Xy, la suite (f (x))x converge
vers f(xp). Montrons que f est continue en x,. Raisonnons par 'absurde et supposons que f
n’est pas continue en xj. Il existerait donc € > 0 et (xy) telle que pour tout k = 1, || x; — x| < %
et || f(xx) — f(x0)ll = €, ce qui contredit I'hypothese. O
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Exemple 3.16. Considérons la fonction f définie par

(x+y)4 )
f,) =1 xt+y si (x,y) # (0,0)

0 si(x,y) =(0,0).

Soit (xi) k=1 la suite définie par xj = (%, %) et tendant vers (0,0) quand k — +o0. Alors on a

11

lim f(k’k

k—+oo

)=875f(0,0),

et ainsi f n’est pas continue en (0, 0).
Alternativement, on passe en coordonnées polaires en posant x = r cos et y =sinf avecr >0 et
0 €[0,2n[, on obtient

(rcosf +rsinf)*  (cos6 +sinf)*
r4cost0 + r4sin*0  cos*6 +sin6

flx,y) =

qui dépend de 0 et ne tend pas vers 0 quand r — 0. En effet, il suffit de choisir @ = 0 et le quotient
vautl #0.

Théoreme 3.17 (Weierstrass, théoréme des bornes atteintes). Soit f : E c R" — RP une appli-
cation continue et K c E un compact deR". Alors f(K) est un compact deRP” . Ainsi, toute fonction
continue f : K < R" — R sur un ensemble compact K atteint ses bornes sur K.

Démonstration. Soit K c E un compact de R" et (yx)x < f(K). Montrons que (yx)x admet une
sous-suite convergente dans f(K). On sait qu'il existe une suite (xz)x < K telle que, pour tout
k€N, yr = f(xx). Comme K est compact, (x), admet une sous-suite (x,x))x convergente vers
x € K. La suite (f(xpk)))x est une sous-suite de (yi)x. Comme f est continue sur E, (f (Xpk))k
converge vers y:= f(x) € f(K). On en déduit donc que f(K) est compact.

Supposons maintenant p = 1. Lensemble f(K) est un ensemble fermé et borné de R. Comme il
est non-vide car K # @ et borné, il admet donc une borne supérieure et une borne inférieure

m=inf f(x), M =sup f(x).
xeK xeK

Comme m et M sont des limites de suites de f(K) et que f(K) est fermé, m = l'IliII<l fx) e f(K)
X€

et M = max f(x) € f(K) et f atteint donc ses bornes sur K. O
X€E

Remarque 3.18. Le résultat est faux si K est seulement borné ou fermé.
Trouvez des contre-exemples!

Remarque 3.19. Laréciproque est fausse, c’est-a-dire que le fait que 'image d’'un compact soit
compacte n’assure pas que f soit continue. On peut par exemple définir f:[0,3] — R par

X si0l<x<1
fx)=4 x-1 silsx=<2
x—2 si2<x<3

Alorson a f([0,3]) = [0,1] mais f est discontinue en 1 et 2.
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Remarque 3.20. L'image réciproque d’'un compact par une application continue n’est pas né-
cessairement compacte!! En effet, soit f : R — R, x — sinx. Alors f est continue, [—1,1] est
compact et f~!([~1,1]) = R qui n’est pas compact.

Pour aller plus loin : En L3, vous verrez (mais on peut le démontrer facilement) que f est conti-
nue si et seulement si 'image réciproque de tout ouvert (fermé) est un ouvert (fermé).

Application : Une preuve rapide de I'équivalence des normes sur R"

Soit || - || une norme sur R”. Montrons que || - || ~ || - |- Ainsi, par transitivité, toute autre norme
|- ||" sera aussi équivalente a la norme infinie, et donc on aura || - || ~ || - ||'.

Soit x = (x1,...,x,) € R", alors on a, en notant (e, ..., e;) la base canonique de R", en utilisant
I'inégalité triangulaire,

n n n n
lxll=1)_ xieil =) llxieill = ) Ixillleill < [ Xlloo ) leill = Ml xlloo,

i=1 i=1 i=1 i=1

ennotantque M =}" | |le;|| estindépendant de x.

Soit Sop = {x € R : || X|loo = 1} la sphére unité pour la norme infinie. Alors S, est un compacte
de R" en tant que fermé borné de R” pour la norme infinie. Soit f : Soo — Ry, x — |l x||. Alors f
est continue (c’est une norme restreinte a So) et atteint donc son minimum m sur S.,. Comme,
pour tout x # 0, —— € S, on a

7 1 xlloo
X

%100

et donc, par homogénéité de la norme, on obtient || x|| = m| x|l. Cette inégalité est évidente
pour x = 0.
On a donc montré que, pour tout x € R",

—_ )

m| Xlloo < 1%l = Ml Xloo,

ce qui veutdire que || - | ~ || - lloo-
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4 Ressentir la pente : les applications différentiables

Onrappelle quessi I # @ estun intervalle et x est un pointintérieur a I, une application f : I — R
est dérivable en x; sile quotient

f(xo+h)— f(xo0)
h

tend vers une limite finie £ = f'(xg) lorsque h — 0, ce qui s’écrit aussi : 3¢ € R, Vh € R tel que
Xo+hel,

(h#0)

fxo+h) = f(xo)+Zh+o(h),

ou bien, quand x — xg, en posant x = xo + h, f(x) = f(x) + [’ (x0) (x — X0) + 0(x — Xp). Le nombre
dérivée f'(xp) est alors le coefficient directeur de la tangente au graphe de f au point xy qui est
elle-méme d’équation

¥ = f(x0) + f'(x0) (x — Xo).

Remarque 4.1 (Négligeabilité). On rappelle quesi f: EcR” — R, 011 (0,...,0)€ Eet N: E — R,
sont des applications, on dit que le vecteur f(x) est négligeable devant le réel N(x) au voisinage
du point (0,...,0) , et on écrit f(x) = o(N(x)) si

Ve>0, 36>0, VxeE, |xll2<éd=f(x)l2<eN(x),

c’est-a-dire si lim M =0.
x—0 N(x)

4.1 Définition de la différentiabilité et premiers exemples

Définition 4.2 (Différentiabilité en un point). Soit Q un ouvert deR", xo € Q et f : Q — RP
une application. On dit que f est différentiable au point x, s'il existe une application linéaire
(continue) L € £ (R™;RP) telle que, pour tout h € R" satisfaisant xo + h € Q, on ait, quand h — 0,

f(xo+ h) = f(x0) + L(R) + oIl All2). (4.1)

Remarque 4.3. Cette définition signifie que si f est différentiable en xy, alors on peut approcher
au voisinage de xq 'accroissement i — f(xo + h) — f(xo) par une application linéaire L, au sens
ol la différence est négligeable devant || ||, lorsque i — 0, c’est-a-dire

i I G0+ ) = f(x0) = LDz _
5 171

h#0

0.

Légalité (4.1) peut aussi s’écrire

f(xo+h) = f(xo) + L(h) + | hll2e(h), avec lhigol le(M)l2 = 0.

h#0

La encore, la notion de différentiabilité ne dépend pas de la norme choisie.

Proposition 4.4 (Unicité et notation). SoitQ un ouvertdeR", xo € Q et f : Q— RP une applica-
tion. Si f est différentiable en xy, l'application linéaire L est unique et est appelée la différentielle
de f en xo, notée Dy, f, et on a ainsi, pour h — 0 et xo + h€ Q,

f(xo+h) = f(x0) + Dx, f(h) + o(llhll2).
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Remarque 4.5. Lapplication Dy, f est aussi appelée 'application linéaire tangente de f en xo.
Il est clair que Dy, f dépend du point xp!!

Démonstration. Supposons qu’il existe deux applications linéaires L, et L, satisfaisant (4.1).
Cela implique que L (h) — Lo (h) = o(|| kll2). En particulier, pour & = tx ou t € R et x € Q\{0}, on
obtient, par linéarité, quand ¢ — 0,

Ly(tx) — La(tx) = t(L1 — Lp)(x) = o(l £x]) = o(]£]).
Ainsi, pour tout x € Q\{0}, (L; — Ly)(x) = o(1) quand ¢ — 0, c’est-a-dire

lim|[(L; — Lp) (x) || = 0.
—0

Or il est clair que (L; — L) (x) ne dépend pas de ¢ et il en découle que (L; — Ly)(x) = 0 pour tout
x € Q\{0}, ce qui veut dire que L;(x) = Lp(x) pour tout x € Q\{0} et donc, par linéarité, pour tout
x € R™\{0}. Comme 1’égalité est aussi vraie pour x = 0, on en déduit que L; = L, d’ol1 'unicité
de la différentielle. 0

Remarque 4.6 (Lien avec la dérivabilité). Si f: Q — R ol Q c R est un ouvert et xp € Q, alors f
est différentiable en x si et seulement si f est dérivable en xy. La différentielle de f en x est
donnée par

Dy, f(h) = hf'(xo),
c’est-a-dire que f’(xg) = Dy, f(1). De plus, on remarque que I'application & — Dy, f (h) est bien
linéaire!
Ainsi, la différentiabilité est une généralisation de la dérivabilité.

Définition 4.7 (Application différentiable). Soitr QO c R" un ouvertet f : Q — R”. On dit que f
est différentiable sur Q si f est différentiable en tout point de Q. On appelle alors différentielle de
f Vapplication, notée D f et définie par

[ Q= L[RY;RP)
Df'{ x— Dyf.

Exemple 4.8. (Carré de la norme euclidienne)
Soit f: R — R définie pour tout x € R" par

f(x) = llxll3.

Alors il est facile de montrer que, pour tout x € R” et tout i € R”,

n
f+n)=lx+hl3=lxI5+2 xih; + kI35 = lx]I5+2(x, ) + [ 2115,
i=1

ol (x, h) designe le produit scalaire euclidien entre les vecteurs x et h. Comme f(x) = ||x||§ et
||h||§ =o(|lkll2) quand h — 0, il en découle que

fx+h)=f(x)+2{x,h)+o(lhll>).

Lapplication h — 2(x, h) est clairement linéaire, ce qui veut dire que la différentielle de f au
point x appliquée au vecteur h est donnée par

Dy f () = 2(x, h).
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Proposition 4.9 (Différentiable implique continue). Soit f : Q cR" — RP, Q ouvert, et x, € Q.
Si f est différentiable en x, alors f est continue en xy.

Démonstration. Si f est différentiable en xy, alors, pour tout i € R" tel que xo+ he Q et h — 0,
ona
I f(xo+ h) = f(xo)ll2 = IDxy f () + ol All2) 12 < | Dyo f (M) 1l2 + ol RII2)|I2 — O

par continuité de la norme et de Dy, f. Ainsi, limy,_ || f (xo + 1) — f(x0) 2 = 0 et donc | est conti-
nue en Xxjg. L]

On donne maintenant des résultats concernant les applications linéaires et bilinéaires.

Proposition 4.10 (Différentiabilité et linéarité). Ona:

e Soit f :R" — RP une application linéaire. Alors f est différentiable et pour tout x € R", on a
D.f=f.

e Soit f : R" x RP — R™ une application bilinéaire. Alors f est différentiable sur R" x R” et
pour tout (x,y) € R" xRP et tout (h,k) e R" xRP, ona

D(x,y)f(h; k) :f(xr k) +f(hyy)-

Démonstration. Soit f € £ (R";R”) une application linéaire, alors
Vix, b e RM?,  flx+h) = fx)+ f(h),
avec h— f(h) linéaire, donc f est effectivement différentiable au point x et
Dy f(h) = f(h),
c'est-a-dire que la différentielle D7 : R" — £ (R";RP) de f est donnée par
Df:x— f.

On munit R” xR? dela norme infinie définie pour tout u = (x, y) € R"xR” par ||t oo = max(||x[l2, | ¥Il2).
On a dong, par bilinéarité, pour tout (x, y) € R" x R? et tout (h, k) e R" xRP :

fx+hy+k)=fxy+f(xk+f(hy+ f(hk).

Montrons que f(h, k) = o(l|(h, k) o) (comme les normes sont équivalentes, on aura aussi o(|| (h, k) [|2).
Comme f est continue (car bilinéaire en dimension finie), il existe M > 0 tel que (méme preuve
que pour la linéarité)

1f (h, ) loo < Ml Rll2 N1 kll2 < Ml (B, K112,

Ainsi, pour (h, k) # (0,0),on a
If (R, K)o
(7, k) lloo

quand (h, k) — (0,0), c’est-a-dire f(h, k) = o(||(h, k)|l«). De plus, 'application de R" x R” dans
R™ donnée, pour (x, y) fixés, par

= Mll(h,K)lloc — 0

(h, k) — f(x,k)+ f(h,y)

est linéaire : c’est donc la différentielle de f au point (x, y), ce qui conclut la preuve. O
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Exemple 4.11. (Application linéaire)
Soit f :R? — R3 définie pour tout (x, y) € R? par

fx,y)=2x+5y,—y+x,3x-9y),
alors f est une application linéaire et, pour tout (x, y) € R? et (hy, hy) € R?,
Dy, f (h1, h2) = f(hy, h2) = (2hy +5hy, —hy + hy,3hy —9hy).

Exemple 4.12. (Produit scalaire euclidien)
Considérons I'application f: R" x R"” — R définie pour tout (x, y) € R x R" par

fay == xy.
i=1

Alors f est bilinéaire et sa différentielle au point (x, y) est donnée par

V(h,k) € R™?, Dy f(h k) ={x, k) + (h, p).

Proposition 4.13 (Différentielle et applications a valeurs dans un espace produit). SoirQ c R”
un ouvertet f : Q — RPL x ... x RPk définie pour tout x € Q par

f)=(fi),... firx).

Alors f est différentiable en x, € Q si et seulement si les fonctions fi,..., fi le sont. Dans ce cas,
la différentielle de f en x( est donnée en fonction des différentielles des fonctions fi. en xy par la
formule

onf: h'_) DxOf(h) = (onfl(h),...,onfk(h)).

Démonstration. Exercice. O

Proposition 4.14 (Différentielle et applications définies sur un espace produit). SoitQ c RP! x
... xRPk un ouvert et f : Q — RP définie pour tout x € Q par

f(x) = f(xl,...,xk).

Alors, si f est différentiable sur Q on a
k
Y(h1, ... hi) €RPL x . x RPk, Dy f(hy,...,hp) = Y Dy, f(hy),
i=1

o, pour tout1 <i <k, Dy, f(h;) = Dxf(0,..., h;,0,...,0) définit la différentielle partielle de f sui-
vant la i -eme coordonnée.

Remarque 4.15. Attention : la différentiabilité des applications partielles x; — f(xi, ..., X5) n'im-
plique pas la différentiabilité de f!

De plus, la notation Dy, f doit étre vue comme abusive. Il s’agit de la différentielle de I'applica-
tion f suivant la variable x;, donc une application linéaire de R dans R”.
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