5 Observer le voisinage : les différentielles d’ordres supérieurs
et fonctions de classe C*

Dans cette partie, on se restreindra aux fonctions a valeurs réelles. On généralisera aisément
aux fonctions a valeurs dans R” en décomposant f = (fi, ..., fp) ol les f; sont a valeurs réelles.

5.1 Fonctions de classe C!

Définition 5.1 (Fonction de classe C!). Soit Q c R un ouvertet f : Q — R. On dit que f est de
classe C! surQ, noté f € C1(Q), si f admet des dérivées partielles premiéres continues sur Q.

Exemple 5.2. (Fonction de classe Ch) Soit f: R3\{(0,0,0)} — R définie par
Y(x,3,2) e R\{(0,0,0)}, f(x,y,2) =In(x*+y*+2z%.
Alors f est de classe C! sur R3\{(0,0,0)}. En effet, on a

of 2x of 2y of 2z
F)
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et ces trois fonctions sont continues sur R3\{(0,0,0)} comme quotient de fonctions continues
dont le dénominateur ne s’annule pas.

Proposition 5.3 (C! implique différentiable). Si f:Q cR"” — R est de classe C' sur un ouvert Q
et x€Q, alors f est différentiable en x.

Démonstration. Pour alléger les notations, on suppose que n = 2 (le cas général se montre de
méme). Pour h = (hy, hy) tel que x + h € Q, on définit

_ e Of o Of
r(h)=f(x+h) - f(x) h1ax1(x) hzaxz(x).

Montrons que, quand i — 0, r (k) = o(|| hll2). En effet, on a

fx+h) = f(x)= f(x1+ hy,x2+ hp) — f(x1, X2+ hp) + f(x1, X2 + ho) — f(x1,x2)
h a ho

0
= —f(x1+t,x2+h2)dt+ —f(xl,x2+t)dt
0o 0x 0o 0xo

15 19
Zhlf —f(x1+sh1,x2+hg)ds+ hg[ —f(xl,x2+sh2)ds,
0 0x1 0 0x2

ollon a posé t = sh; dans la premiere intégrale et ¢ = sh, dans la deuxieme. On peut donc écrire

1o 0 1o 0
r(h):hlf (—f(xl+Sh1,x2+h2)——f(xl,xz))d8+h2[ (—f(x1,x2+8h2)——f(x1,xz) ds.
0 OX1 6x1 0 ax?_ 6x2

Soit € > 0, alors par continuité des dérivées partielles de f en x, il existe 6 > 0 tel que pour tout
hi,hy, €] -6,6(letse0,1],

0
(x1+ shy, x2+ ho) — —f(xl,xz)

<é&
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et

0 0
—f(xl,xz+shz)——f(x1,xz) <E.
0x2 0x

On en déduit que |r(h)| < €(|h1| + |h2]) et donc que r(h) = o(|| hll2) par équivalence des normes.
O

Proposition 5.4 (Opérations et fonctions de classe C!). Les sommes, produits, quotients (avec
dénominateur non-nul) et composées de fonctions de classe C' sont de classe C'.

Démonstration. C’estune conséquence immédiate des résultats sur les opérations de fonctions
continues et celles qui sont différentiables. O

5.2 Différentielle d’ordre 2, fonctions de classe C? et formule de Taylor-Young

Remarquons tout d’abord quesi f : Q c R — R est différentiable, alors & — Dy f (h) (pour x fixé)
estlinéaire mais x — D, f (h) (pour & fixé) ne I’est pas nécessairement! On peut donc considérer
la différentiabilité de I'application x — D, f sans que cela soit trivial.

Si f est différentiable, on sait que pour tout & = (hy,..., hy) € R", pour tout x € Q,

_wof
Dy f(h) = ; ox, (xX) ;.

Ainsi, supposer la différentiabilité de x — Dy f, c’est supposer celle de x — g—)é(x) pour tout i €
{1,..., n}. Dans le cas, on calcule aisément cette différentielle comme suit : pour tout i € {1, ..., n},
pour tout k = (ky, ..., k) € R",

Xi

of & 0 (of .
D, (GXZ) (k) = ;E (a—) (xX)kj,
J J
ce qui implique, par linéarité, que
n n a
Dx(Dxf(h))(k) Z Dx( ) (k) Z Z 0_ ( ) (X)h k

On notera :

e D2f(h,k):= Dx(Dyf(h)(k), D2f étant donc une application bilinéaire;
0’ f 0 ( of
0

J x) := — [ == | (x) les n? dérivées partielles secondes de f au point x.
6xj6xl-( ) dxj xi)( ) v p f P
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Définition 5.5 (Différentielle seconde). Soit QO c R" un ouvert et f : Q — R une application
différentiable. Si, pour tout1 < i < p, Uapplication % est différentiable sur Q, alors on dit que f
est deux fois différentiable sur Q et on note D2 f = D (D) la différentielle seconde de f au point

x € Q. De plus, on sait que pour tout1 <i < p, 3 af admet des dérivées partielles en tout point
x € Q, appelées dérivées partielles secondes, et donnees par

P f d (of
son ™" o (—) (0) =0 f(x).

9]

La différentielle seconde est donnée par la matrice n x n dont le coefficient (i, j) est

2f
0x]'0xi (X),
c’est-a-dire

62f 62f
ﬁ (x) T Bx,0x (x)
Hy(x) = : : ,
0% 0%
edn @ - 5

appelée Matrice Hessienne de f au point x. De la méme facon que la forme linéaire R" — R,

h—Y", a o (x) h; est associée a la différentielle premiere de f en x, la forme bilinéaire associée a
la dlﬁerentzelle seconde est donnée par

(x)h k;.

n n
R"xR" =R, (h k)— D%f(h k)= (Hp(x)h k)= Z Z

Remarque 5.6. Il est important de bien comprendre les domaines et espaces d’arrivée des dif-
férentielles secondes. L'application D f est définie sur un voisinage V de x contenu dans Q c R”
et Df : V — L ®R",R). Ainsi, D2 f = Dx(Df) € Z([R", £[R",R)). Donc D, f s'applique linéaire-
ment a des éléments h € R" et D f (h) s’applique linéairement a des éléments k € R” en étant a
valeurs réelles. C’est pour cela que I'on peut donc identifier D2 f a une forme bilinéaire en les
deux arguments & et k. On pourra donc noter D2 f (h)(k) = D2 f (h, k).

R" —- LR"R) —R
h— D2 f(h): k— D2f(h)(k) = (Dx(Df) (W) (k) = D% £ (h, k).

Exemple 5.7. (Différentielle seconde)
Soit f : R? — R définie pour tout (x, y) € R? par

flx,y) =x'y+2x*-3y°.
Alors les dérivées partielles premieres sont

0 0
a—];(x,y) =4x°y +4x, a—];(x,y) =x'-9y)%

f

. . 3f . of
Les applications 3

et 5, sont différentiables car polynomiales. On en déduit que f est deux fois

différentiable sur R?. Ses dérivées partielles secondes sont données par

52 52 52 52
o j;(x y)—12x y+4, #;(x,y):—wy, of (x,y) f

(x V)=
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La hessienne de f au point (x, y) est donc

12x%y+4  4x°
Hf(x’y)_( 4x3 —18y)’

et en particulier, au point (0, 1),

4 0
Hf(o,l)z( 0 _18 )

Dans le cas général, la forme bilinéaire associée a la différentielle seconde est, pour h = (hy, hy) €
R? et k = (ky, ko) € R?,

Df, ) f(h k) = (12x°y + D) haky +4x° hoky +4x° By Ky — 18y ok,
de forme quadratique correspondante

(Hp(x,y)h,hy = D¢, , f(h,h) = (12x°y + 4) hi + 8x° hy hy — 18h5.

2
(x,)

et donc, au point (0, 1), cette forme vaut
Dy 1y f(h, k) = 4h1 ki — 18k ks,
et sa forme quadratique associée est
D31, f(h, h) = 4h% — 1815,

Remarque 5.8. (Développement au premier ordre de la différentielle) - (Partie distribuée en
CM) Au sens de la définition précédente, étre deux fois différentiable pour f est équivalent avec
le fait que D f soit différentiable, car

n - of

Vxge Q,YRheR", Dy f(h) =) ——(xo)h;.
i=10x;

En effet, la différentiabilité (par rapport au point) de toutes les dérivées partielles équivaut a
celle de'application xo — Dy, f (h) pour tout & fixé. Ainsi, on peut écrire, dans I'espace £ (R",R),
pour tout &’ suffisamment petit (tendant vers 0), pour tout xj € Q,

Dyysi f = Dy f + Dy (DFYR) + oI R'1D,

qui peut se réécrire, avec € : R” — £ (R",R) tendant vers ’application linéaire nulle quand k' —
0:
Dyysiw f =Dy f + Dy (DF)(H) + |11 lle(R).

On voitici qu'un probleme conceptuel/technique survient car nous n’avons pas défini la norme
d’une application linéaire, donc la notion o(||2'||) pourrait paraitre ici un peu ambigu. Une autre
facon d’écrire cette égalité est de 'appliquer a un vecteur h € R" :

Dy f(h) = Dy, f () + Dy, [(D f) ()] () + | 'l e ().

ol maintenant ¢ : R” — R dépend de h et tend vers 0, uniformément par rapport a h, quand
h' — 0. On rappelle ce que cette égalité signifie: Vh € R"”, Ve > 0,36 >0, Vh' € R”,

IR <& = |Dyy1 i f () = Dy, f () = Dy, (D f) (K] (W)| < el 1|l
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Comme 'application

@:h— Dy f(R) — Dy, f (h) — Dy, [(Df) (K1 (R)

estlinéaire, on peut appliquer I’égalité précédente au vecteur ”—Z”, h # 0 (le cas h = 0 sera évident
a la fin du raisonnement) et on obtient (pour un nouveau & qui tend toujours vers 0, puisque
I'on a seulement échangé h par h/| k| et que la limite était uniforme en h) :

h
| = h/ hl ,
(P(”h”) I lle(h’)

ce qui implique que @(h) = ||kl h'lle(R) et finalement, comme D, [(Df)(h"1(h) = Diof(h’, h),
que, pour tout xy € Q, pour tout i’ suffisamment petit et pour tout i € R”,

Dy f(h) = Dy, f(h) + D5 f (R, ) + IRl R e (R).
Encore une fois, cela se traduit par: Vh e R", Ve > 0,36 >0, VA’ e R",

IR'll <6 = |Dyysp f (h) — Dy, f () — D%, f (', )| < el Al 1]

Proposition 5.9 (Opérations et fonctions deux fois différentiables). Les sommes, produits,
quotients (avec dénominateur non-nul) et composées de fonctions deux fois différentiables sont
deux fois différentiables.

Démonstration. C’estune conséquence immédiate des résultats sur les opérations de fonctions
continues et celles qui sont différentiables. O]

Définition 5.10 (Fonction de classe C?). Soit Q c R" un ouvertet f : Q — R. On dit que f est de
classe C? surQ, noté f € C>(Q), si f admet des dérivées partielles premiéres et secondes continues
surQ, cest-a-dire si f € C1(Q) et admet des dérivées partielles secondes continues sur Q.

Exemple 5.11. (Fonction de classe C?)
I est clair que la fonction f : R? — R définie pour tout (x, y) € R? par

flx,y) =xty+2x*-3y°

est de classe C?, ses dérivées partielles secondes étant polynomiales.

Proposition 5.12 (Opérations et fonctions de classe C?). Les sommes, produits, quotients (avec
dénominateur non-nul) et composées de fonctions de classe C? sont de classe C?.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des résultats sur les opérations de fonctions
continues et celles qui sont différentiables. O]

Proposition 5.13 (C? implique deux fois différentiable). SoitQ c R" unouvert,xe Qetf:Q—
R. Si f est de classe C?, alors f est deux fois différentiable en x.

Démonstration. Admise. La preuve est similaire a celle du cas C'. O
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