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IV.4 Décomposition polaire

Théoréme. Soit A € GL,(R). Alors il existe une unique O € O,(R), une
unique S € .7 (R) telles que A = OS.

Démo. Unicité. Si x € ker(*AA — \I,,), alors Sz = +/\x.

Eristence. Soit S comme ci-dessus. Alors S? = 'AA et AS™ € O,(R) car

HAS™)AS™ = STHAAS T = 51§28 = ],

Exercices.
1) Si Ae #,(R), montrer l'existence.

2) Déduire du théoréme que si A € GL,(R), alors A = O D05 ou Oy, 05 € O,(R)
et D diagonale a coefficients diagonaux > 0.

V  Congruences

V.1 Les matrices symétriques réelles

V.1.1 Théoréme de Sylvester

Théoréme. Soit A € .7, (R). Il existe p, ¢ € N tels que p+¢ < n et une matrice

Iy
P e GL,(R) telle que ‘PAP = | 0| -1, . De plus
0
p= max {dim F'}, ¢ = max {dmF}, p+q=rgA .
VO;&we}'?,twa>0 v07‘—%{21;,’5:L'Aat'<0

V.1.2 Pseudo-réduction simultanée des matrices symétriques

Théoréme. Soient A, B € .7,(R). Si A est définie positive, alors il existe
P e GL,(R) et D diagonale telles que

‘PAP =1, '"PBP =D .

Démo. Soit @ telle que 'QAQ = I,,. La matrice ‘QB(Q est encore symétrique.
Donc il existe O € O, (R) telle que 'O'QBQO est diagonale. La matrice P = QO

convient.
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Ezemple. Soient Ay, ..., A, les racines de dét(B — AA) = 0. Soit (vy, ..., v,) une
base de R™ orthonormée pour (z,y)a := ‘zAy telle que Vi, Bv; = \Av;. Alors
P = (vy|...|v,) convient.

Exercice. Si A = <_21 _21> ,B= (96), trouver P, D.

1 1
= = 10

Réponse. P = <\{§ \/? ) , D= ( ;1) conviennent.
V2 3
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