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IV.2 Adjoint d’un endomorphisme

Théorème de Riesz. Soit E un espace euclidien. @λ P E˚, D xλ P E, λ “
xxλ, ¨y.

Définitions. Soit E un espace euclidien. Si f P L pEq, on pose f ˚ P L pEq tel
que :

@x, y P E, xfpxq, yy “ xx, f˚pyqy .

On dit que f est autoadjoint si f ˚ “ f , orthogonal si f˚ “ f´1, normal si
ff˚ “ f˚f .

Exercices.

a) Si B est une base orthonormée de E, alors rf ˚sB “ trf sB.

b) Montrer que l’opérateur P ÞÑ p1´X2qP 2 ´XP 1 est autoadjoint dans RrXsďn

pour le produit scalaire xP,Qy “ şπ
0
P pcos tqQpcos tqdt “ ş1

´1
P pxqQpxq?

1´x2 dx.

Propriétés. f˚˚ “ f, pf`λgq˚ “ f˚`λg˚, pfgq˚ “ g˚f˚, Trf˚ “ Trf, détf˚ “
détf, ker f˚ “ ImfK, ker fK “ Imf˚.

Exercice. Soit f tel que ff ˚ “ f˚f . Montrer que si F ď E est stable par F ,
alors FK aussi.

IV.3 Réduction des endomorphismes normaux

Théorème. Soit A P Mnp�q telle que tAA “ AtA. Alors il existe O P Onp�q
telle que

A “ ODtO “ ODO´1

où D est de la forme
¨
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où xi, aj, bj P � et x1, ...xr,α1 ˘ iβ1, ...,αr ˘ iβr sont les valeurs propres de A1.
Démo.
Lemme. Il existe un sous-espace F ď Mn1p�q de dimension 1 ou 2 stable par

A.
Cas particuliers. A symétrique, antisymétrique ou orthogonale.
Exercices.

1) Déduire du théorème que exp : Anp�q Ñ SOnp�q est surjective.

2) Si tAA “ AtA, alors A est diagonalisable sur � et ses valeurs propres sont
imaginaires pures si tA “ ´A, de module 1 si tA “ A´1.

3) Une matrice antisymétrique réelle est de rang pair.
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