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III.4 Les réflexions orthogonales engendrent Onp�q
Proposition. Soit O P Onp�q. Soit k “ rangpO ´ Inq. Alors il existe des

réflexions orthogonales r1, ..., rk telles que O “ r1...rk.
Lemme. @A P Mnp�q, ker tA “ pImAqK.
Démo. par récurrence sur k ě 0.
Exercices.

1) Si R “ r1...rk où r1, ..., rk sont des réflexions orthogonales, alors k ě rangpR´
Inq. Indication. @A P Mnp�q, @r réflexion orthogonale, rangprA´Inq ě rangpA´
Inq ´ 1.

2) Soit O “
¨
˝
0 1
1 0
1 0
1 0

˛
‚P O4p�q. Alors rangO ´ I4 “ 3 et
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0 1
1 0

1
1
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‚
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1
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1
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¨
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1
1
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‚

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
3 réflexions orthogonales

.

3) Soit A P Anp�q antisymétrique. Alors In ` A est inversible et pIn ´ AqpIn `
Aq´1 P SOnp�q.

IV Réduction des endomorphismes adjoints

IV.1 Matrices symétriques

IV.1.1 Réduction

Théorème. Soit A P Snp�q. Alors il existe P P Onp�q et D diagonale telles
que A “ PDtP .

Lemme. A possède une valeur propre réelle.
Démo. Par récurrence sur n ě 0.
Exemples.

a)

˜
1 1 1
1 1 1
1 1 1

¸
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b) Soit C “

2 ´1

´1

´1

´1 2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

P Snp�q. Alors C “ PDtP où P “ `
sin ijπ

n`1

˘
1ďi,jďn

et D “

2 ´ 2 cos π
n`1

2 ´ 2 cos nπ
n`1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

.

Exercices.

1. Si λ ‰ µ, alors kerpA ´ λq K kerpA ´ µq.
2. Montrer que la matrice symétrique

´
1 i
i ´1

¯
n’est pas diagonalisable sur �.

IV.1.2 Signature.

Définition. Soit A P Snp�q. Soient λ1, ...,λn les valeurs propres de A. On
note signpAq “ pp, qq la signature de A où

p “ |t1 ď i ď n : λi ą 0u|
q “ |t1 ď i ď n : λi ă 0u| ;

c’est la signature de A.
Exercices.

1) p ` q “ rangpAq.
2) sign

´
1 0
0 1

¯
“ p2, 0q, sign

´
1 0
0 0

¯
“ p1, 0q, sign

´
0 1
1 0

¯
“ p1, 1q .

IV.1.3 Min-max.

Théorème. Soit A P Snp�q. Soient λ1 ď ... ď λn les valeurs propres de A.
Alors

λk “ min
FďMn1p�q
dimF“k

max
xPF

||x||“1

txAx “ max
FďMn1p�q

dimF“n´k`1

min
xPF

||x||“1

txAx .

Exercices.
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1) Avec les notations du théorème, vérifier que si A,B P Snp�q, alors λ1pAq `
λ1pBq ď λ1pA ` Bq ď λnpA ` Bq ď λnpAq ` λnpBq.

2) Démontrer le critère de Sylvester avec les mineurs principaux à l’aide du théo-
rème ci-dessus.
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