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I11.3.3 Axes d’une rotation.

Théoréme. Si R € O3(R), alors il existe v € R? tel que Rv = +w.
Démo. (Euler) Si 'R # R, soit 0 # v € ker 'R — R.

Si ‘R = R, alors R* = I3 = R? = ker(R — I3) @ ker(R + I3).
Corollaire. Soit R € SO3(R), alors si ‘R # R, 'axe de la rotation R est

Ras — R3o
kerR— I3 =R | R31 — Ri3

12 — R21

Ezercice. "R € SO3(R), 3 P € SO3(R), R = 'PR; P pour un certain 6 € R.

I11.3.4 Angles d’Euler

Ezercice. Les matrices de SO3(R) sont de la forme

Rl,aR?),ﬂRl,'y
1 0 0 cosf —sing 0 1 0 0
= | 0 cosa —sina sinf  cosf 0 0 cosy —sinvy
0 sina cosa 0 0 1 0 siny cosvy

a,B,7€R.
Indication. Soit R € SO3(R). il ezxiste a, 5 € R tel que R(é1) = Ry oR2p(€1).
Alors 37, (R1aR25) 'R = Ry .
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II1.4 Les réflexions orthogonales engendrent O, (IR)

Proposition. Soit O € O,(R). Soit k = rang(O — I,). Alors il existe des
réflexions orthogonales rq, ..., 7 telles que O = ry...1p.

Lemme. YA € M, (R), ker'A = (ImA)*.

Démo. par récurrence sur k > 0.

FEzercices.

1) Si R=ry..rp o ry, ..., 1y sont des réflexions orthogonales, alors k > rang(R —
I,). Indication. YA € M, (R), "r réflexion orthogonale, rang(r A—1I,,) > rang(A—
I, -1

0 | €Os(R). Alors rang O — I, = 3 et
1
1 1

01
10
1 1

01
10 1
0= 1 01 ] -
10

3 réflexions orthogonales

3) Soit A € @7,(R) antisymétrique. Alors I, + A est inversible et (I, — A)(1, +
A)7t e SO,(R).

IV  Réduction des endomorphismes adjoints

IV.1 Matrices symétriques
IV.1.1 Reéduction

Théoréme. Soit A € .7, (R). Alors il existe P € O,(R) et D diagonale telles
que A= PD'P.
Lemme. A posséde une valeur propre réelle.

Démo. Par récurrence sur n = 0.

Ezxemples.
11 1
11 G 3
a) (111)=PD'PouP=|p5-3 % |.D=( 0 |
111 0 2 0
3 3
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n+1 ) 1<i,j<n

-1 g
b) Soit C' = \\ € 7, (R). Alors C = PD'P o P = (sin 2%

T
2 — 2cos ]

et D =

nm
2 — 2cos e

FEzercices.
1. Si X # p, alors ker(A — \) L ker(A — p).

2. Montrer que la matrice symétrique (1 _11) n’est pas diagonalisable sur C.

1

IV.1.2 Signature.

Définition. Soit A € .#,(R). Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de A. On
note sign(A) = (p, q) la signature de A ou

p=Hl<i<n:\ >0}

g={1<i<n:X<0};

c’est la signature de A.
Ezxercices.

1) p+ q=rang(A).
2) sign (é?) — (2,0), sign (68) — (1,0), sign ((1)(1)) ~(1,1) .

IV.1.3 Min-max.

Théoréme. Soit A € ./,(R). Soient A; < ... < A\, les valeurs propres de A.
Alors

Ay = min max‘zAr = max min ‘zAx .
F<.#,1(R) zEF F<.#,1(R) zeF
dim F=k ||z||=1 dim F=n—k+1 |[|z||=1

Ezercices.
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1) Avec les notations du théoréme, vérifier que si A, B € .7, (R), alors A\;(A) +
M(B) < M(A+ B) < M\(A+ B) < \(A) + \(B).

2) Démontrer le critére de Sylvester avec les mineurs principauz & 1'aide du théo-

réme ci-dessus.

IV.2 Adjoint d’'un endomorphisme

Théoréme de Riesz. Soit E un espace euclidien. "\ € E*, 32y € E, A =

<.1')\, >
Définition. Soit E un espace euclidien. Si f € Z(F), on pose f* € Z(F) tel

que :
"z,ye E, (f(x),y) = {(z, f*(y)) .

Exercice. Si % est une base orthonormée de FE, alors [[*]% = [ f] -
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