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III.3 Dimension 3

III.3.1 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mixte)

1) @ x, y, z, x1, y1, z1 P �,
ˆx
y
z

˙
^

˜
x1
y1
z1

¸
:“

˜
yz1 ´ zy1
zx1 ´ xz1
xy1 ´ yx1

¸
P �3

2) @ x, y, z, x1, y1, z1, x2, y2, z2 P �,
” ˆx

y
z

˙
,

˜
x1
y1
z1

¸
,

˜
x2
y2
z2

¸ ı
:“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
x x1 x2
y y1 y2
z z1 z2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ P �.

Propriétés.

i) �
3 ˆ�3 Ñ �

3, pu, vq ÞÑ u ^ v est bilinéaire alternée.

ii) @ u, v, w P �3, ru, v, ws “ pu ^ vq ¨ w †

iii) @ u, v, w P �3, u ^ pv ^ wq “ pu ¨ wqv ´ pu ¨ vqw.

iv) @ u, v P �3, ||u ^ v||2 “ ||u||2||v||2 sin2 α où α P r0, πs, pu ¨ vq “ ||u||||v|| cosα.

v) (Jacobi) @ u, v, w, u ^ pv ^ wq ` v ^ pw ^ uq ` w ^ pu ^ vq “ 0.

Remarque. �x ^ �y K �x, �y.

III.3.2 Formule de Rodrigues

Si �x “ tpx1, x2, x3q P �3, on pose Λ�x :“
˜

0 ´x3 x2
x3 0 ´x1´x2 x1 0

¸
P A3p�q ‡. Soit

�k P �3 un vecteur de norme 1.
— La matrice de la rotation d’axe �k et d’angle θ P � est R�k,θ “ I3 ` sin θΛ�k `

p1 ´ cos θqΛ2
�k
.

— Comme application linéaire, on a :

@ �v P �3, R�k,θp�vq “ cos θ �v ` sin θ �k ^ �v ` p1 ´ cos θqp�k ¨ �vq�k .

Exemples. R �e1,θ “ R1,θ “

¨
˚̊
˚̋

1 0 0

0 cos θ ´ sin θ

0 sin θ cos θ

˛
‹‹‹‚, R �e3,θ “ R3,θ “

¨
˚̊
˚̋

cos θ ´ sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

˛
‹‹‹‚.

Exercice. R “ exppθΛ�kq.
†. Pour le produit scalaire usuel de �3.
‡. C’est la matrice de �v ÞÑ �x ^ �v.
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III.3.3 Axes d’une rotation.

Théorème. Si R P O3p�q, alors il existe v P �3 tel que Rv “ ˘v.
Démo. (Euler) Si tR ‰ R, soit 0 ‰ v P ker tR ´ R.
Si tR “ R, alors R2 “ I3 ñ �

3 “ kerpR ´ I3q ‘ kerpR ` I3q.
Corollaire. Soit R P SO3p�q, alors si tR ‰ R, l’axe de la rotation R est

kerR ´ I3 “ �
˜
R23 ´ R32
R31 ´ R13
R12 ´ R21

¸
.

Exercice. @ R P SO3p�q, D P P SO3p�q, R “ tPR1,θP pour un certain θ P �.

III.3.4 Angles d’Euler

Exercice. Les matrices de SO3p�q sont de la forme

R1,αR3,βR1,γ

“

¨
˚̊
˚̋

1 0 0

0 cosα ´ sinα

0 sinα cosα

˛
‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̋

cos β ´ sin β 0

sin β cos β 0

0 0 1

˛
‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̋

1 0 0

0 cos γ ´ sin γ

0 sin γ cos γ

˛
‹‹‹‚ .

α, β, γ P �.
Indication. Soit R P SO3p�q. il existe α, β P � tel que Rp�e1q “ R1,αR2,βp�e1q.

Alors D γ, pR1,αR2,βq´1R “ R1,γ.

III.4 Les réflexions orthogonales engendrent Onp�q
Proposition. Soit R P Onp�q. Soit k “ rangpR ´ Inq. Alors il existe des

réflexions orthogonales r1, ..., rk telles que R “ r1...rk.
Démo. par récurrence sur k ě 0.
Exercices.

1) Si R “ r1...rk où r1, ..., rk sont des réflexions orthogonales, alors k ě rangpR´
Inq. Indication. kerR ´ In ď H1 X ...Hk où Hi “ ker ri ´ In.

2) Soit A P Anp�q antisymétrique. Alors In ` A est inversible et pIn ´ AqpIn `
Aq´1 P SOnp�q.
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