L2 — Algebre 4 2023-2024

I11.3 Dimension 3
I11.3.1 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mizte)

T x yz' — 2y
1) Va,y,z,2,y,2 € R, (y) Ay | =z —27 | eR?
z 2! xy — ya

T l,1;,/ x// xm/ x//
2) Vay,zay, 2 ety 2" e R, [ (y> , (z/) : (?/’) ]:= vy y'leR.
z o o PR
Propriétés.
i) R3xR?®— R? (u,v) — u A v est bilinéaire alternée.
i) Vu,v,weR? [u,v,w]=(urv) wl
iii) Yu,v,weR3 un(vaw)=(u-wv-—(u-v)w.
iv) YVu,veR3 [luav|?=ul?|v]*sin® a ot a € [0, 7], (u-v) = ||ul]||v]| cos a.
v) (Jacobi) Vu,v,w, un (v Aw)+vA(wau)+wA (unav)=0.
Remarque. £ Ay L2, .
I11.3.2 Formule de Rodrigues
0 —T3 T9
Si ¥ = Y(x,20,73) € R? on pose Ay :== | z3 0 —z1 | € a4(R)* Soit
—To T1 0

k € R® un vecteur de norme 1.
— La matrice de la rotation d’axe k et d’angle 6 € R est Ry, = I3 +sintA; +
(1 —cosO)AZ.

— Comme application linéaire, on a :

Ve R, Ry y(U) = cos 07 + sinfk A+ (1—cos)(k-0)k .

1 0 0 cosf) —sinf
Exemples. Res 9= R1ig=| 0 cos® —sinf |, Rgo=Rsp=| sinf cosé
0 sinf cosf 0 0

Exercice. R = exp(6A;).

. Pour le produit scalaire usuel de R3.
1. C’est la matrice de ¥'+— Z A ¥.
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I11.3.3 Axes d’une rotation.

Théoréme. Si R € O3(R), alors il existe v € R? tel que Rv = +w.
Démo. (Euler) Si 'R # R, soit 0 # v € ker 'R — R.

Si ‘R = R, alors R* = I3 = R? = ker(R — I3) @ ker(R + I3).
Corollaire. Soit R € SO3(R), alors si ‘R # R, 'axe de la rotation R est

Ras — R3o
kerR— I3 =R | R31 — Ri3

12 — R21

Ezercice. V R € SO3(R), 3 P € SO3(R), R = 'PR; yP pour un certain 6 € R.

II1.3.4 Angles d’Euler

FEzercice. Les matrices de SO3(R) sont de la forme

Ry oR3pR
1 0 0 cosff —sinfg 0 1 0 0
=1 0 cosa —sina sinf cosf 0 0 cosy —siny
0 sina cosa 0 0 1 0 siny cosvy

a, B,veR.
Indication. Soit R € SO3(R). il existe a, 5 € R tel que R(é1) = Ry oR2p(€1).
Alors 37, (R1aR25) 'R = Ry .

II1.4 Les réflexions orthogonales engendrent O, (RR)

Proposition. Soit R € O,(R). Soit k = rang(R — I,). Alors il existe des
réflexions orthogonales rq, ..., 7y telles que R = rq...ry.
Démo. par récurrence sur k = 0.

Ezercices.

1) Si R=ry..rg oury,...,rg sont des réflexions orthogonales, alors k > rang(R —
I,,). Indication. ker R — I,, < Hy n ...Hy ou H; = kerr; — I,,.

2) Soit A € #,(R) antisymétrique. Alors I,, + A est inversible et (I, — A)(1,, +
A)7 e SO, (R).
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