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Proposition. (Matrice d’une projection orthogonale.) Soit pr la pro-
jection orthogonale sur F'. Si & = (ey,...,e,) est une base orthonormale de FE,

alors
[prlz = B('BB)''B

ou B = ({e;, fj))1<i=n € My, est la matrice d’une base (fi, ..., fx) quelconque de

1<j<k

F dans la base 4.
Exemple. Si E = R", si d est une droite, alors p; = % ou v € My (R) est le
vecteur des coordonnées d’un vecteur directeur de d.

III Matrices orthogonales

Soit (E,{:,-») un espace euclidien. Soit f € Z(F).
Définition. Sont équivalentes.
i) Yaek [[f(@)l] =[]l
ii) f envoie toute base orthonormale sur une base orthonormale.
iii) f envoie une base orthonormale sur une base orthonormale.
On dit que f est une transformation orthogonale si une de ces assertions est
vraie.

Notation. O(F) = l'ensemble des transformations orthogonales de FE.

Ezercices.
1) O(F) < GL(F) est un sous-groupe.

2) Sife Z(F), alors fe O(F) < [f]s € O,(R) pour toute base orthonormale
% de E.

Définition. Soit M € .#(R). Sont équivalentes
D) MM =1,
i) MM =1,
iii) M inversible et M~! =M.

Si une de ces conditions est vérifiée, on dit que la matrice M est orthogonale.
Remarques. i) < «les colonnes de M forment une base orthonormale de R™ »
ii) < «les lignes de M forment une base orthonormale de R"™ »

Une matrice de rotation est une matrice orthogonale de déterminant 1.

Notations. O,(R), SO, (R).
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Exercices.
1) VM =—-'Me . #,R), (I —M)(I+M)"'eSO,(R).
2) SO,(R) < 0,(R) < GL,(R).
3) SiMeO,(R), détM = +1.

Ezxemples. Les matrices de permutations, I,, — 2v'v pour tout vecteur colonne v

2 =2 1 1 ¢
. . N VAR T .
de norme 1 pour le produit scalaire usuel, —3 511 2 2 |, 5| —¢ %
_\/g 1
2 1 2 ; 1
ol ¢ = 1+2\/5.

III.1 Symeétries orthogonales

Définition. Soit ' < E. La symétrie orthogonale par rapport & F' est I'appli-
cation linéaire sp : E —» E, Vo e F,Vye F*Y o +y—x —.

Si F' est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale. C’-a-d :
VezeF, sp(x) =2, Vye Ft sp(y) = —v.

Ezercices.

1) Soit s € Z(F). Alors s est une symétrie orthogonale < s = Idg et ker(s —
1)Lker(s + 1).

2) Soit F < FE.On a sp =2pp —Idg = Idg — 2pp..

3) Soit v € #,1(R) un vecteur colonne de norme 1 (pour le produit scalaire
usuel. Montrer que I,, — 2v'v est une réflexion orthogonale. Par rapport a quel

sous-espace ?

4) Soit S € A, (R). Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour
le produit scalaire usuel de R") < S? = I, et 'S = S.

Proposition. Une matrice de symétrie orthogonale est orthogonale. De plus,

les réflexions orthogonales engendrent O, (R).

I11.2 Dimension 2

cosa —sina
Proposition. SO5(R) = {R, = cae R}, O5(R)\SO2(R) =

sine  Ccos«
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cosa  sina
{Sa = : ae R}
sina —cosa
Remarques. R, est la rotation d’angle o, S, est la symétrie orthogonale par
rapport a la droite « qui fait un angle ¢ avec I'axe des abscisses ».

Exercices.
1) RoRg = Raip, SaS3 = Ra(a—p); Sals = Sa—p, RaSs = Satp-
0 —1
1 0

2) R,=expa
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