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I1.3 Sous-espaces orthogonaux

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien.
Notation. Soit X € E. On pose X+ ={ye E : Vaxe X, {x,y) = 0}.
C’est [’orthogonal de X.

Proposition

) X+ = Vect(X)! est un sous-espace de E;

) 0t =E, Et =0,

i) VF<E F<FM FloFUl pyplop@FL
) VEGKE, (F+G)tr=FtnGH FL+GH< (FnG)L
)

si F' est de dimension finie, alors £ = F @ F' et si E est de dimension finie,
alors dim F + dim F*+ = dim F ;

vi) Si E est de dimension finie, alors VF < E, F = F1X VE,G < E, F++G* =
(FnG)*L
I1.4 Projections orthogonales

Soit E, (-, ) un espace euclidien.

I1.4.1 Définition

Soit F < E. Soit x € E. Soient x1 € F, x5 € F* tels que = 1 + 5. On pose
pr(z) = x1. Clest la projection orthogonale de x sur F.

Remarque. Soient z,y € E. Alors y = pp(z) & ye Fetx —ye FL.

Exercice. Soit p € Z(E). Alors p est une projection orthogonale < p? =
p et kerpLlim p.
11.4.2 Formule

Si fi,..., [r est une base orthonormale de F', alors pr(z) = {z, fi)f1 + ... +

11.4.3 Distance a un sous-espace

Soit x € E, alors d(z, F) = infyep ||z — y|| = ||z — pr(x)]].
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II.5 Matrices de Gram

Définition. Soient ey, ...,e, € E. On note G(ey,...,e,) = ({e;,€;))1<ij<n €
A (R).

Proposition.

— La matrice G(ey, ..., €,) est symétrique positive.

— La matrice G(ey,...,e,) est inversible < symétrique définie positive <

€1, ..., €, sont R—linéairement indépendants.

— Pour tout x € E, d(z,F) = W pour toute base quelconque
(fla ceey fn) de F.
Ezercices.

1. Calculer inf,p cr Sé(a:?’ —az? — br — ¢)*dx.

2. Soient ay,...,a, € R", on pose P(ay,....,a,) = {tia1 + ... + tha, : 0 <

t1,...,t, < 1}. Vérifier par récurrence sur n que

vol(P(ay, ..., an)) = f dxy...dz, = A/détG(ay, ..., a,) .

FEzercice. Soit E un espace euclidien avec une base orthonormale B = (e, ..., ;).
Soit p € Z(F) de matrice P dans la base B. Vérifier que p est une projection or-
thogonale & P? = Pet!P = P.

I1.6 Angles entre vecteurs de IR™.
Définition. Soient 0 # z,y € R". L’angle entre x,y est le réel 0 < 7y < 7 tel
(z, y)

[ l[yl]
Ezemple. v1y < ry = 5 ; x,y colinéaires < Ty = +.

que

CoS Ty =

FEzercice. Soit un tétraédre régulier dans R3. L’angle entre les vecteurs issus du

centre et pointés vers les sommets est —Arccos% = 7 — Arctan(2+/2).
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FIGURE 1 — a = —Arccoss
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