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II.3 Sous-espaces orthogonaux

Soit pE, x¨, ¨yq un espace euclidien.
Notation. Soit X Ď E. On pose XK “ ty P E : @ x P X, xx, yy “ 0u.
C’est l’orthogonal de X.
Proposition

i) XK “ VectpXqK est un sous-espace de E ;

ii) 0K “ E, EK “ 0,

iii) @ F ď E, F ď FKK, FK “ FKKK, F ` FK “ F ‘ FK,

iv) @ F,G ď E, pF ` GqK “ FK X GK, FK ` GK ď pF X GqK.

v) si F est de dimension finie, alors E “ F ‘ FK et si E est de dimension finie,
alors dimF ` dimFK “ dimE ;

vi) Si E est de dimension finie, alors @F ď E, F “ F KK, @F,G ď E, FK `GK “
pF X GqK.

II.4 Projections orthogonales

Soit E, x¨, ¨y un espace euclidien.

II.4.1 Définition

Soit F ď E. Soit x P E. Soient x1 P F, x2 P FK tels que x “ x1 ` x2. On pose
pF pxq “ x1. C’est la projection orthogonale de x sur F .

Remarque. Soient x, y P E. Alors y “ pF pxq ô y P F et x ´ y P FK.
Exercice. Soit p P L pEq. Alors p est une projection orthogonale ô p2 “

p et ker pKim p.

II.4.2 Formule

Si f1, ..., fk est une base orthonormale de F , alors pF pxq “ xx, f1yf1 ` ... `
xx, fkyfk.

II.4.3 Distance à un sous-espace

Soit x P E, alors dpx, F q “ infyPF ||x ´ y|| “ ||x ´ pF pxq||.
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II.5 Matrices de Gram

Définition. Soient e1, ..., en P E. On note Gpe1, ..., enq “ pxei, ejyq1ďi,jďn P
Mnp�q.

Proposition.
— La matrice Gpe1, ..., enq est symétrique positive.
— La matrice Gpe1, ..., enq est inversible ô symétrique définie positive ô

e1, ..., en sont �´linéairement indépendants.
— Pour tout x P E, dpx, F q “

b
détGpx,f1,...,fnq
détGpf1,...,fnq pour toute base quelconque

pf1, ..., fnq de F .
Exercices.

1. Calculer infa,b,cP�
ş1
0
px3 ´ ax2 ´ bx ´ cq2dx.

2. Soient a1, ..., an P �n, on pose P pa1, ..., anq “ tt1a1 ` ... ` tnan : 0 ď
t1, ..., tn ď 1u. Vérifier par récurrence sur n que

volpP pa1, ..., anqq “
ż

xPP pa1,...,anq
dx1...dxn “

a
détGpa1, ..., anq .

Proposition. (Matrice d’une projection orthogonale.) Soit pF la pro-
jection orthogonale sur F . Si B “ pe1, ..., enq est une base orthonormale de E,
alors

rpF sB “ BptBBq´1tB

où B “ pxei, fjyq 1ďiďn
1ďjďk

P Mnk est la matrice d’une base pf1, ..., fkq quelconque de
F dans la base B.

Exemple. Si E “ �
n, si d est une droite, alors pd “ vtv

tvv
où v P Mn1p�q est le

vecteur des coordonnées d’un vecteur directeur de d.
Exercice. Soit E un espace euclidien avec une base orthonormale B “ pe1, ..., enq.

Soit p P L pEq de matrice P dans la base B. Vérifier que p est une projection or-
thogonale ô P 2 “ P et tP “ P .

II.6 Symétries orthogonales

Définition. Soit F ď E. La symétrie orthogonale par rapport à F est l’appli-
cation linéaire sF : E Ñ E, @ x P F, @ y P FK, x ` y ÞÑ x ´ y.

Si F est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale. C’-à-d :
@ x P F, sF pxq “ x, @ y P FK, sF pyq “ ´y.

Exercices.
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1) Soit s P L pEq. Alors s est une symétrie orthogonale ô s “ IdE et kerps ´
1qK kerps ` 1q.

2) Soit F ď E. On a sF “ 2pF ´ IdE.

3) Soit v P Mn1p�q un vecteur colonne de norme 1 (pour le produit scalaire
usuel. Montrer que In ´ 2vtv est une symétrie orthogonale. Par rapport à quel
sous-espace ?

4) Soit S P Mnp�q. Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour
le produit scalaire usuel de �n) ô S2 “ In et tS “ S.

III Angles entre vecteurs de �n.

Définition. Soient 0 ‰ x, y P �n. L’angle entre x, y est le réel 0 ď xxy ď π tel
que

cos xxy “ xx, yy
||x||||y|| .

Exemple. xKy ô xxy “ π
2
; x, y colinéaires ô xxy “ ˘π.

Exercice. Soit un tétraèdre régulier dans �3. L’angle entre les vecteurs issus du
centre et pointés vers les sommets est ´Arccos 1

3
“ ´Arctanp2?

2q.
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