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II.1 Bases orthogonales
Soit (E,{-,-)) un espace euclidien.
Définitions.
a) On dit que z,y € E sont orthogonauz si {x,y) = 0.
b) Une base orthogonale de E est une base (ey, ..., e,,) telle que Vi # j, (e;,e;) = 0.
c) Une base orthonormale ou orthonormée de E est une base (eq, ..., €,) telle que
VZ # j, <ei>€j> = 0, V’L, <€i, 6i> =1.
Théoréme. Si E est un espace euclidien, alors E admet une base orthogonale.

En particulier £ admet une base orthonormale.

FEzercices.

1) (Théoreme de Pythagore) Soient z,y € E. Montrer que (z,y) = 0 < ||z+y||> =
[zl + [yl

2) Soit (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E telle que Vi # j, (e;,e;) = 0
Vérifier que les e; sont linéairement indépendants.

3) Trouver une base orthonormale pour F = {(z,y,2) € R® : x +y+ 2z = 0} avec

le produit scalaire usuel.

I1.2 Procédé de Gram-Schmidt

Théoréme. Soit F un espace euclidien de base (e, ..., €,). Il existe une unique
base (fi,..., fn) de E telle que

(i) VI<i<mn, fi=emod{ey,...,e;1);
(ii) la base (f1,..., fn) est orthogonale.

Démo. On définit par récurrence :

€is [k
hi=e, Vix>1, fi=e— Zéfl f>>
ky Jk
Remarques. En particulier, la base (H}%H’ s ﬁ) est orthonormale.

FEzercices.

a) Sieq,...,e,) est une base orthonormale de F, alors Vo = x1e1 + ... + zp6,, y =
Y161 + ... + ynen € B, {x,y) = 1y1 + ... + TpYn-
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b)

Appliquer le procédé de Gram-Schmidt & la base (eg, €1, €2, €3, 64) = (1, X, X2 X3 X%

de R[X <4 avec le produit scalaire {f, g) = §, \/t)f— dt = §; f(cosz)g(cos(x))dx.

- B (e1,fod §g coswdr - (ea,f1)
Jo=e =1 h=e—-gygsl=X—Sgg—1 =X fo=e-Gyush-

<€27f0>f - X2_ 5o COSSIdIX §g cos? Idzl _ X2—§, f3 = e3 _ {es, fz>f {es, f1>f _

{fo,fo) Sﬂ cos? éd‘L . So s, (f2s f2> {fsf
oty gy — xo - Bomaleteotlte x4y _ oy — Beeedey _ x3 -

IX, fi = eI ol fy Ll - Geh xS aCor s el (s
1) - SRR (0 - D - SR - BRI - X -0 X

Soit A € .7,(R). Montrer que la forme bilinéaire symétrique associée @4 est
un produit scalaire < V1 <i<n, A;(A) = det(Anp)i<aps<i > 0.

Indication. Soit A; = (Aap)i<ap<i- Noter b = (eq,...,e,) la base canonique de
R"™. Appliquer le procédé de Gram-Schmidt auz vecteurs eq, ..., e, et obtenir une
base V' = (f1,..., fa) orthogonale pour pa. Alors A; = [@al(e,, .es) = "PiD;P;
ot P; est la matrice de passage de la base (f1,..., f;) dans la base (e, ..., €;)
qui est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et D; est la matrice
de 4 dans la base (fi1, ..., fi) qui est diagonale car la base (f1,...) est orthogo-
nale. Donc , D; = diag(oa(f1, f1), -, 0a(fi, fi)) = Ai(A) = (det P;)?det D; =

det D; = wa(f1, f1)...oa(fi, fi) ... On obtient en particulier ¥ i, o a(f;, fi) =
Ai(A)

A1 (A)
2 -1 0 0
-1 2 -1
FEzxemple. La matrice symétrique A = définit un produit
0o -1 2 -1
0O 0 -1 2

scalaire car Aj(A) =2, Ay(A) =3, Az(A) =4, Ay(A) =5 > 0.
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