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V.2 Les matrices antisymétriques réelles

V.2.1 le rang

Théoréme. Soit A € 47,(R). Alors il existe P € GL,(RR) telle que

(510)

'pAp _ (0 )

avec 1 blocs (
Démo. Sin

II»—

(1)> u2r—rgA
2.

m 20, (?1%(1)) (=n'0) <%L(1)> ~(5n)
Ezemple. 'P (ﬁﬁwg_ “(_01(1)>

ou P = (51',21'71 + 5i,2(j—n))1<i,j<2n € Ozn(]R)-

V.2.2 Pfaffien

Définition. Soit A € .#5,(R) une matrice antisymétrique.

0 mq
—1q 0
Si 'PAP = = - , pour une matrice P inversible,
my
(—mn 0
alors on pose
miy... My,
PfA =
détP
Proposition. C’est bien défini!
Ezercices.
1) (PfA)?=détA.
0 a1z @13 Qg
—ajz 0 a3 a4
2) Pf = (12034 — Q13024 + A23034-

—Q13 —ag3 0 34

—a1q4 —ags —azs 0
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a3 a
arz, a1z
Indication. Si a12 # 0, soit P = 86 _iﬁ _671;1

00 0 1
3) YPeGL,(R), YA e #(R), Pf(!tPAP) = détP Pf A.

V.2.3 Le groupe symplectiqueSp,,,(R)

n

Soit J = L € GLoy(R).
—I1,] 0
Définition. Sp,,(R) = {A € #-,(R) : "AJA = J}.
Théoréme. Sp,, (R) est un sous-groupe de GL,(R) et "g € Sp,,,(R), détg = 1.
Démo. On vérifie que Sp,,(R) est un sous-groupe de GLg,(R) stable par *- et
que g € Sp,,(R) = détg® = 1 = détg = +1. Soit g € Spy,(R) N Oz, (R). Alors

A|B
C|D

g:

pour certaines A, B,C, D € ., (R) et

tgJg=J = Jg=g9g] = A=D,B=-C .

-1

I A+¢B\ 0
il 0 ‘A—iB

A | B )
= détg = =|dét(A+iB)|">0=détg=1 .
-B|A

On applique la décomposition polaire & g € Sp,,(R) quelconque : g = OS
ou O € 03,(R), S € S (R). En particulier, S = 1/fgg. Soit B = ‘gg. Soit
P(X) tel que "\ valeur propre de fgg, P(\) = VA, P(\™!) = \%\ Alors P(B) =

VB, P(B~Y) =B
Comme B € Sp,,,(R), JB = ‘B~*J. Donc

"neN, JB" = ("B~H)"J
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= JP(B) = P('B™)J
—~ JWB=VB J
= S =B e Sp,,(R)
= O € Sp,,(R)
= détO =1

car O orthogonale
= détg = détOdétS = détS > 0

car S est symétrique définie positive

= détg =1

VI Géométrie affine

VI.1 Sous-espaces affines de IR"

Définition. Ondit que & < R" est un sous-espace affinesiFF ouF = v+ F =
{r +u : uwe F} pour uncertain x € F et un F' < R™.

Un sous-espace affine non vide de dimension O est un point. Un sous-espace
affine de dimension 1 est une droite.

Ezercices.

1) Trouver I’équation de la droite qui passe par les points A = (z4,ya), B =
(rp,yp) du plan affine R?.

2) Trouver les équations de la droite qui passe par les points A = (z4,ya, 24), B =
(xB,yB, 2B) de l'espace affine R3.

3) Soient d; = (a;x + by + ¢; = 0), i = 1,2, 3 trois droites du plan affine R? avec
Vi =1,2,3, a;, bi,c; € R, (ai,b;) # (0,0). Montrer que dy ndy ndz # & =

ay as as
by by b3 | = 0.
C1 C2 C3
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