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Licence de mathématiques
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Exercice 1

a)

b)

abb
Sia,beR, onpose My, = | bab |.
bba

Justifier que la matrice M, est diagonalisable sur R.
La matrice M, est symétrique réelle donc diagonalisable sur R.

Trouver P € O3(R) et D diagonale telles que M;; = PDP~!.

111

Soit M = My, = %%% . La matrice M est de rang 1 donc 0 est valeur

propre et dimker M = 2. Il existe donc une seule autre valeur propre \ telle
que TrM = A+0+0 =3 = XA = 3. On cherche une base orthonormée de

vecteurs propres.

Soit v = (z,y, ). Pour la valeur propre 3 :

rT+y+z=3x
Mv=3ve<llr+y+z2=3y
rT+y+z=3z

Sr=yY==z

Donc vy = %t(l, 1,1) est une base orthonormée de ker(M — 313).

Pour la valeur propre 0 :
Mv=0ezrz+y+z=0r=—-y—=2.

donc vy =*(—1,1,0), vz = “(—1,0, 1) forment une base de ker M. On rend cette
base orthogonale en utilisant la méthode de Gram-Schmidt. On pose v} = v9
et
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i fent o = V2 — Lit(_ r— Vs N2r 1 1
On «normalise ». Soient v = o = va (—1,1,0) et v§ = o = Vs (=3, =3, 1).

La famille (v, v5, v%) est une base orthonormée de vecteurs propres de M donc

M = PDP™!
avec
A 1 1
vy s
P=\wnv | D={"1
19 2 0
i

une matrice orthogonale et une matrice diagonale.

Déterminer tous les (a,b) € R? tels que la matrice M,; € O3(R).

La matrice M, est orthogonale si et seulement si ses lignes sont orthogonales
et de norme 1 pour le produit scalaire usuel de R?

< a®+ 20 =1let 2ab+ 1% =0

< a®+2b° =let b(2a +b) =0
=b=0,a==+1oub=—2a,9*=1
1 2

< (a,b) = £(0,1), ou+ (g,—g) .

On note u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1/2-2-1
(12 =2
3\21 2

Justifier que u est une rotation de R? puis déterminer son axe et son angle.

1 /2-2-1
Soit A = 3 % % —22> Les lignes sont de norme au carré : 5 (22 +22+1) = 1

et orthogonales car
21-22+(-1)(-2)=12+21-22422-21-12=0 .

Le déterminant est : 5-(2° — 1+ 23 + 22 + 2% 4+ 22) = 1. Donc u est bien une

rotation.
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0-1-1 L
OnaA—-1'A = (% (1J —()1) donc on peut prendre pour axe Rk ou k =
0—-1-1
%t(l, —1,1) et pour angle 6 tel que cos = % = %ct SinQ% % (1) —01 =
A—tA

5= = sinf = —§ d’ott # = —% mod 2.

Exercice 2

a) Questions de cours. Soient (F,{:,-)) un espace eulidien et F' < FE un sous-

espace vectoriel.

— Rappeler la définition du projeté orthogonal pr de E sur F. Le projeté
orthogonal pr est la projection de E sur F' relativement a la décomposition
E=FQ@F*.

— Soit y € E. Si (f1,..., fn) est une base orthonormée de F', exprimer pp(y)
en fonction des f; et des coefficients (y, f;). On a pr(y) = > {y, fi) fi.

— On note || - || la norme associée au produit scalaire (-, -). Exprimer
: _ 2
inf |ly — £l

avec y et pr(y).

= |ly — pr(y)|]*
Soit n € N.

Soit R, [X] V'espace des polyndmes réels de degrés < n. Pour tous P,Q €
R,[X], on pose

(P,Q) = Jo P(z)Q(x)dx .

Montrer que {-,-) est un produit scalaire sur R,,[X].

C’est clairement bilinéaire symétrique et si P # 0, alors (P, P) = Sé P?*(z)dx >
0 car z — P?*(x) est continue, positive non identiquement nulle sur I'intervalle
[0,1]. Donc (-, -) est un produit scalaire sur R,,[X].

Trouver une base orthonormée de F' = Vect(X, X?) pour (-, -).

On utilise la méthode de Gram-Schmidt. Soit v; = X. Soit

(X, X%
X, X)
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1 dd
e bl 3
So x2dx 4
On « normalise ». Soient
Foll = it
et 5, 3
o = X°—1X
||U2|| \/g (22 — 31)2dx
X2_3X
X
\/So — 303 4+ 2a?)dx
_ X? — %X
.
= 4v/5X? - 3V/5X .
La famille

(V3X,4v/5X% — 3v/5X)
est une base orthonormée de F' = Vect{X, X?}.
d) Dans le cas ot E = Ry[X ] déterminer pg(1) le projeté orthogonal de 1 sur F
(pour le produit scalaire {-,-)) et en déduire inf fl(l + a1 + agx?)da.
0

al,age]R
On a :

pr(1) = ,V3X)V3X +(1,4V5X? — 3v5X)(4v5X? — 3/5X)

_ gx ~ ?(4\/5)(2 —3V5X)

10
= —§X2 +4X .

On a donc

1
inf J (1 + a17 + apx?)?dx = inf [|1 — f|]* = |1 — pr(1)]|?
al CLQER 0 fGF
1
10
= f (1 -4z + —a?)dx
0 3
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! 10% (! ! 20 (! 80 ("
=1+16J l’le'-FJ $4d$—8f xdx+J CE‘Qd:K—J i dx
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_1+16+20 4+20 20
N 3 9 9 3

Exercice 3

Soit ¥ = {S € M(R) : 'S = S}. Pour tous A, B € #,(R), on note

(A, B) = Tr(AB). On note aussi I, = ((1)(1)>

a)

Montrer que {-,-) est un produit scalaire sur .#.

C’est bilinéaire et VA, B, Tr(AB) = Tr(BA). De plus si 0 # A € ., alors
TrA? = 3o AijAji = Do <o Afj car A est symétrique donc TrA? > 0
car un des coefficients A;; > 0.

Dans ., déterminer une base de 1'orthogonal Vect{Il,}* pour ce produit sca-

laire.

Soit Ae .. On a A € Vect{l,} + < Tr(Al) = TrA = 0. Donc Vect{l,}+ =
b . 10 01

{(z—a> . a,b e R}. Voici une base ( <0_1> , <10> )

Soit P € .#>(R). Montrer que VS € ., 'PSP € . et déterminer I'adjoint de
I’endomorphisme
S - S, S—'PSP

pour le produit scalaire ¢, -).

On a VS € .7, {(*PSP) = 'P'S"P = 'PSP. Posons hp(S) = *PSP. On
a Vs, T € ., (S, hp(T)) = Te(S'PTP) = Tr(PS'PT) = (PS'P,T). Donc
I’adjoint est ’endomorphisme hp est hyp = hip :

S — S, S~ PS'P .

L’application (-, -) est-elle aussi un produit scalaire sur .#5(R) ? Justifier votre

réponse.

Non, car par exemple N = (86) #0et (N,Ny=TrN? = Tr0 = 0.

5 /6]



L2 — Algebre 4 Université Lyon I — 2023-2024

Exercice 4
Soit la fonction f : R?* — R3 définie par
Vo,y,2 € R® f(x,y,2) = (22 + 1,20 — 2y + 22, 27) .

a) Montrer que f est une application affine.

Ona f(x,y,2) = ?(:E,y,z) +(1,0,0) ou

7(x, y,2) = (22,20 — 2y + 2z, 2x)
est linéaire. F Donc f est affine.

b) Montrer que f o f est une homothétie et trouver A € R?, A € R tels que :
VM e R, f(f(M)) = A+ NAM .
Posons h(z,y,z) = f(x,y,2). On a :
Va,y,ze R, h(z,y,z) = fo f(z,y,2)
= (2(22) + 1,2(22 + 1) — 2(2z — 2y + 22) + 2(22),2(22 + 1))
= (e + 1,4y + 2,42+ 1)
=4(z,y,2) + (1,2,1) .
C’est donc une homothétie de rapport 4. On trouve le point fixe :
h(z,y,z) = (x,y,2) < (4o + 1,4y + 2,42+ 1) = (2,9, 2)

1 2 1
sdr+l=cdy+2=ydztl=zr=—y= z=—=.
Posons A = (—%,—%,—%). On a

VM e R?, h(M) — A = h(M) — h(A) = 4(z,y, 2) — 4A = 4AM

h(M) = A+ 44M .
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