
L2 – Algèbre 4 Université Lyon I – 2023-2024

Licence de mathématiques
L2, Algèbre 4
examen final

jeudi 16 mai 2024
durée 2H

Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones, ni ordinateurs ne sont autorisés.

Exercice 1

Si a, b P R, on pose Ma,b “

˜

a b b
b a b
b b a

¸

.

a) Justifier que la matrice Ma,b est diagonalisable sur R.
La matrice Ma,b est symétrique réelle donc diagonalisable sur R.

b) Trouver P P O3pRq et D diagonale telles que M1,1 “ PDP´1.

Soit M “ M1,1 “

˜

1 1 1
1 1 1
1 1 1

¸

. La matrice M est de rang 1 donc 0 est valeur

propre et dimkerM “ 2. Il existe donc une seule autre valeur propre λ telle
que TrM “ λ ` 0 ` 0 “ 3 ñ λ “ 3. On cherche une base orthonormée de
vecteurs propres.
Soit v “ tpx, y, zq. Pour la valeur propre 3 :

Mv “ 3v ô

#

x` y ` z“ 3x
x` y ` z“ 3y
x` y ` z“ 3z

ô x “ y “ z

Donc v1 “ 1?
3
tp1, 1, 1q est une base orthonormée de kerpM ´ 3I3q.

Pour la valeur propre 0 :

Mv “ 0ô x` y ` z “ 0ô x “ ´y ´ z .

donc v2 “ tp´1, 1, 0q, v3 “
tp´1, 0, 1q forment une base de kerM . On rend cette

base orthogonale en utilisant la méthode de Gram-Schmidt. On pose v12 “ v2

et
v13 “ v3 ´

xv3, v2y

xv2, v2y
v2 “

t
p´1, 0, 1q ´

1

2
t
p´1, 1, 0q

“
t
p´

1

2
,´

1

2
, 1q .
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On « normalise ». Soient v22 “
v1
2

||v1
2||
“ 1?

2
tp´1, 1, 0q et v23 “

v1
3

||v1
3||
“

?
2?
3
tp´1

2
,´1

2
, 1q.

La famille pv1, v22, v23q est une base orthonormée de vecteurs propres deM donc

M “ PDP´1

avec

P “

¨

˚

˝

1?
3
´ 1?

2
´ 1?

6
1?
3

1?
2
´ 1?

6
1?
3

0
?
2?
3

˛

‹

‚

, D “

˜

3
0
0

¸

une matrice orthogonale et une matrice diagonale.

c) Déterminer tous les pa, bq P R2 tels que la matrice Ma,b P O3pRq.

La matrice Ma,b est orthogonale si et seulement si ses lignes sont orthogonales
et de norme 1 pour le produit scalaire usuel de R3

ô a2 ` 2b2 “ 1et 2ab` b2 “ 0

ô a2 ` 2b2 “ 1et bp2a` bq “ 0

ô b “ 0, a “ ˘1 ou b “ ´2a, 9a2 “ 1

ô pa, bq “ ˘p0, 1q, ou˘ p
1

3
,´

2

3
q .

d) On note u l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

1

3

˜

2´2´1
1 2 ´2
2 1 2

¸

.

Justifier que u est une rotation de R3 puis déterminer son axe et son angle.

Soit A “
1

3

˜

2´2´1
1 2 ´2
2 1 2

¸

Les lignes sont de norme au carré : 1
32
p22` 22` 1q “ 1

et orthogonales car

2.1´ 2.2` p´1q.p´2q “ 1.2` 2.1´ 2.2` 2.2´ 2.1´ 1.2 “ 0 .

Le déterminant est : 1
27
p23 ´ 1 ` 23 ` 22 ` 22 ` 22q “ 1. Donc u est bien une

rotation.
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On a A ´ tA “

˜

0´1´1
1 0 ´1
1 1 0

¸

donc on peut prendre pour axe RÝÑk où ÝÑk “

1?
3
tp1,´1, 1q et pour angle θ tel que cos θ “ TrA´1

2
“ 1

2
et sin θ 1?

3

˜

0´1´1
1 0 ´1
1 1 0

¸

“

A´tA
2
ñ sin θ “ ´

?
3
2

d’où θ “ ´π
3
mod 2π.

Exercice 2

a) Questions de cours. Soient pE, x¨, ¨yq un espace eulidien et F ď E un sous-
espace vectoriel.
— Rappeler la définition du projeté orthogonal pF de E sur F . Le projeté

orthogonal pF est la projection de E sur F relativement à la décomposition
E “ F ‘ FK.

— Soit y P E. Si pf1, ..., fnq est une base orthonormée de F , exprimer pF pyq
en fonction des fi et des coefficients xy, fiy. On a pF pyq “

řn
i“1xy, fiyfi.

— On note || ¨ || la norme associée au produit scalaire x¨, ¨y. Exprimer

inf
fPF
||y ´ f ||2

avec y et pF pyq.
“ ||y ´ pF pyq||

2.
Soit n P N.

Soit RnrXs l’espace des polynômes réels de degrés ď n. Pour tous P,Q P

RnrXs, on pose

xP,Qy “

ż 1

0

P pxqQpxqdx .

b) Montrer que x¨, ¨y est un produit scalaire sur RnrXs.

C’est clairement bilinéaire symétrique et si P ‰ 0, alors xP, P y “
ş1

0
P 2pxqdx ą

0 car x ÞÑ P 2pxq est continue, positive non identiquement nulle sur l’intervalle
r0, 1s. Donc x¨, ¨y est un produit scalaire sur RnrXs.

c) Trouver une base orthonormée de F “ VectpX,X2q pour x¨, ¨y.

On utilise la méthode de Gram-Schmidt. Soit v1 “ X. Soit

v2 “ X2
´
xX,X2y

xX,Xy
X
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“ X2
´

ş1

0
x3dx

ş1

0
x2dx

X “ X2
´

3

4
X .

On « normalise ». Soient

v11 “
v1
||v1||

“
X

b

ş1

0
x2dx

“
?
3X

et

v12 “
v2
||v2||

“
X2 ´ 3

4
X

b

ş1

0
px2 ´ 3

4
xq2dx

“
X2 ´ 3

4
X

b

ş1

0
px4 ´ 3

2
x3 ` 9

16
x2qdx

“
X2 ´ 3

4
X

b

1
5
´ 3

8
` 3

16

“ 4
?
5X2

´ 3
?
5X .

La famille
p
?
3X, 4

?
5X2

´ 3
?
5Xq

est une base orthonormée de F “ VecttX,X2u.

d) Dans le cas où E “ R2rXs déterminer pF p1q le projeté orthogonal de 1 sur F

(pour le produit scalaire x¨, ¨y) et en déduire inf
a1,a2PR

ż 1

0

p1` a1x` a2x
2
q
2dx.

On a :

pF p1q “ x1,
?
3Xy

?
3X ` x1, 4

?
5X2

´ 3
?
5Xyp4

?
5X2

´ 3
?
5Xq

“
3

2
X ´

?
5

6
p4
?
5X2

´ 3
?
5Xq

“ ´
10

3
X2
` 4X .

On a donc

inf
a1,a2PR

ż 1

0

p1` a1x` a2x
2
q
2dx “ inf

fPF
||1´ f ||2 “ ||1´ pF p1q||

2

“

ż 1

0

p1´ 4x`
10

3
x2q2dx
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“ 1` 16

ż 1

0

x2dx`
102

32

ż 1

0

x4dx´ 8

ż 1

0

xdx`
20

3

ż 1

0

x2dx´
80

3

ż 1

0

x3dx

“ 1`
16

3
`

20

9
´ 4`

20

9
´

20

3

“
1

9
.

Exercice 3

Soit S “ tS P M2pRq : tS “ Su. Pour tous A,B P M2pRq, on note
xA,By “ TrpABq. On note aussi I2 “

´

1 0
0 1

¯

.

a) Montrer que x¨, ¨y est un produit scalaire sur S .

C’est bilinéaire et @A,B, TrpABq “ TrpBAq. De plus si 0 ‰ A P S , alors
TrA2 “

ř

1ďi,jď2AijAji “
ř

1ďi,jď2A
2
ij car A est symétrique donc TrA2 ą 0

car un des coefficients Aij ą 0.

b) Dans S , déterminer une base de l’orthogonal VecttI2u K pour ce produit sca-
laire.

Soit A P S . On a A P VecttI2u
K ô TrpAI2q “ TrA “ 0. Donc VecttI2u

K “

t

´

a b
b´a

¯

: a, b P Ru. Voici une base
´ ´

1 0
0´1

¯

,
´

0 1
1 0

¯ ¯

.

c) Soit P P M2pRq. Montrer que @S P S , tPSP P S et déterminer l’adjoint de
l’endomorphisme

S Ñ S , S ÞÑ tPSP

pour le produit scalaire x¨, ¨y.

On a @S P S , tptPSP q “ tP tSttP “ tPSP . Posons hP pSq “ tPSP . On
a @S, T P S , xS, hP pT qy “ TrpStPTP q “ TrpPStPT q “ xPStP, T y. Donc
l’adjoint est l’endomorphisme hP est h˚P “ htP :

S Ñ S, S ÞÑ PStP .

d) L’application x¨, ¨y est-elle aussi un produit scalaire sur M2pRq ? Justifier votre
réponse.

Non, car par exemple N “

´

0 1
0 0

¯

‰ 0 et xN,Ny “ TrN2 “ Tr0 “ 0.
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Exercice 4

Soit la fonction f : R3 Ñ R
3 définie par

@x, y, z P R3, fpx, y, zq “ p2z ` 1, 2x´ 2y ` 2z, 2xq .

a) Montrer que f est une application affine.

On a fpx, y, zq “ ÝÑf px, y, zq ` p1, 0, 0q où

ÝÑ
f px, y, zq “ p2z, 2x´ 2y ` 2z, 2xq

est linéaire. F Donc f est affine.

b) Montrer que f ˝ f est une homothétie et trouver A P R3, λ P R tels que :

@M P R
3, fpfpMqq “ A` λ

ÝÝÑ
AM .

Posons hpx, y, zq “ fpx, y, zq. On a :

@x, y, z P R, hpx, y, zq “ f ˝ fpx, y, zq

“ p2p2xq ` 1, 2p2z ` 1q ´ 2p2x´ 2y ` 2zq ` 2p2xq, 2p2z ` 1qq

“ p4x` 1, 4y ` 2, 4z ` 1q

“ 4px, y, zq ` p1, 2, 1q .

C’est donc une homothétie de rapport 4. On trouve le point fixe :

hpx, y, zq “ px, y, zq ô p4x` 1, 4y ` 2, 4z ` 1q “ px, y, zq

ô 4x` 1 “ x, 4y ` 2 “ y, 4z ` 1 “ z ô x “ ´
1

3
, y “ ´

2

3
, z “ ´

1

3
.

Posons A “
`

´1
3
,´2

3
,´1

3

˘

. On a

@M P R
3, hpMq ´ A “ hpMq ´ hpAq “ 4px, y, zq ´ 4A “ 4

ÝÝÑ
AM

hpMq “ A` 4
ÝÝÑ
AM .
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