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Exercice 1 Si a,be R, on pose M,; = (ba b).

a)
b

)
c)
)

bba
Justifier que la matrice M, est diagonalisable sur R.
Trouver P € O3(R) et D diagonale telles que M, = PDP L.
Déterminer tous les (a,b) € R? tels que la matrice M, € O3(R).

On note u I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est :

2 -9 1
L1 9 25
3\2 1 2

Justifier que u est une rotation de R? puis déterminer son axe et son angle.

Exercice 2 a) Questions de cours. Soient (£, (-, )) un espace eulidien et F <

~ E un sous-espace vectoriel.

— Rappeler la définition du projeté orthogonal pr de E sur F.
Soit y € E. Si (f1,..., fu) est une base orthonormée de F, exprimer pp(y)
en fonction des f; et des coefficients (y, f).
On note || - || la norme associée au produit scalaire (-, -). Exprimer

: 2
}gﬁlly—.fll

avec y et pp(y).
Soit n € N.
Soit R,[X] lespace des polynomes réels de degrés < n. Pour tous P,Q €

R,[X], on pose
1

(P,@Q) = J P(2)Q(x)dx .

0

/| b) Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur R,[X].
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c) En utilisant le procédé de Gram-Schmidt, trouver une base orthonormée de

F = Vect(X, X?) pour (,-).
1

d) En déduire inf (14 ayx + azz?)*dz.
ay,a2elR 0

Exercice 3 Soit . = {S € #,(R) : 'S = S}. Pour tous A, B € .#5(R), on note
(A, B) = Tr(AB). On note aussi I = ((1)[1))

a) Montrer que (-, -) est un (produit scalaire sur .%.
L e _."ﬂ,:;’_r:

b) Dans .%, déterminer/1'orthogonal Vect{I}* pour ce produit scalaire.

¢) Soit P e #>(R). Montrer que VS € ., 'PSP € .% et déterminer 'adjoint de
I’'endomorphisme

S — S, S PSP
pour le produit scalaire (-, -).

d) L’application (-, ) est-elle aussi un produit scalaire sur .#5(R) 7 Justifier votre
Téponse.

Exercice 4 Soit la fonction f : R® — R? définie par
Vr,y,z€ R?, flz,y,2) = (224 1,22 — 2y + 22,2%) .

a) Montrer que f est une application affine.

b) Montrer que f o f est une homothétie et trouver A € R?, A€ R tels que :

VM e R®, F(f(M)) = A+ \AM .



