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Cours d’algébre bilinéaire

I Formes bilinéaires

1.0 Produit scalaire usuel

C’est l'application R" x R™ — R, (z,y) — x -y ousi x = (x1,....,2,), y =
(yl, "'ayn)’ Ty =21Y1 + ... T TpYn-
Proposition.

i) "“reR", R®" — R, y — z -y est linéaire.

111 v

r,yeR" z-y=y-x.

)
ii) Yye R", R" - R, = — z -y est linéaire.
)
iv)

"O#zeR" z-z>0.

Notation. Si x € R™, soit ||z||]s = \/z - z.
Théoréme de Cauchy-Schwarz. "z,y € R", |z - y| < ||z||2||y]]2-
Démo. Ya,b e R, |ab| < ‘ﬁzi.

I.1 Formes bilinéaires

Définitions. Soit £ un R—espace vectoriel.
— Une forme bilinéaire sur E est une application b : £ x £ — R telle que
— "z e E, b(z,-) : E — R est linéaire;
— Yye E,b(-,y) : E — R aussi.
— On dit que b est symétrique si "x,y € E, b(x,y) = b(y,x). On dit que b est
antisymétrique si "z, y € E, b(x,y) = —b(y, x).
Notations. Soient BL(E), resp. BLS(E), resp. BLA(FE), 'ensemble des formes
bilinéaires sur FE, resp. des formes bilinéaires symétriques, resp. l'’ensemble des
formes bilinéaires antisymétriques.

FExercices.

1) L’ensemble BL(E) est un R—espace vectoriel pour les lois ordinaires et BL(E) =
BLS(E) @ BLA(E).

2) Polarisation.
i) Soit be BLS(E). Alors Y2,y € R™, b(z,y) = 5(b(z +y,z +y) — b(z,z) —
b(y,y))-

1 /R0



L2 — Algebre 4 2023-2024

ii) Soit be BL(E). Alors b antisymétrique < b alternéeff]
Exemples.

a) Les applications suivantes sont bilinéaires symétriques.
— R"x R, (z,y) — z-y;
— My(R) x A, (R) - R, (A, B) — TrAB;
o l2(N) X l2(1N) - R, ((a’n>’ (bn>) = Zn>0 anbp ;
— Mo(R) x M(R) - R, (A, B) — dét(A + B) — détA — détB ;
o 60([_17 1]7 R) x GO([_L 1]7 ]R) - ]Rv (fv g) = Sil fg~
b) L’application R? x R? — R, ((x1,22), (y1,%2)) — @1y2 — T2y est bilinéaire
antisymétrique.
c) L’application R? x R? — R, ((x1,22), (y1,y2)) — 2192 est bilinéaire mais ni

symétrique ni antisymétrique.

I.2 Matrices
Définition. Soit A € .#,,(R). L application
oa: My (R) x M1 (R) - R, (X,Y) = 'XAY

est bilinéaire.

Exercice. L’application ¢ 4 est symétrique < la matrice A est symétrique. L’ap-
plication ¢4 est antisymétrique < la matrice A est antisymétrique.

Notations. Soient .%,(R) = {A e #4,(R) : 'A = A}, @,(R) = {Ae #,(R) :
A= —A}

Définition. Matrice d’une forme bilinéaire. Soit # = (e, ..., €,) une base
d’un R—espace vectoriel E. Si ¢ € BL(E), on pose [p]|z = (¢(e;, €;))1<ij<n-

Proposition. Avec les notations de la définition.

Yo =210 4 o Tpln, Y = y1e1 + oo A Ynen, 0(2,y) = 4XAY

ou A =[plag, X =r1,.nzn), Y ="y1, .., yn) € Mu1(R).

On en déduit le

Théoréme. Soit F¥ un R—espace vectoriel de dimension n, de base 4. Alors
I'application ¢ — [¢]4 définit des isomorphismes d’espaces vectoriels :

t. c-a-d "w € E, b(x,x) = 0.
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BLS(E) ~ Z,(R)

BLA(E) ~ <,(R) .

Ezemple. Soit E = R[z]<s. Soit B = (1,x,2%). Soit #' = (1,z,22* — 1). Soit
p:ExE—>R,(fg) Sil 109 gy = (7 f(cost)g(cost)dt. Alors

V1—z2

™ 0 3 m™ 0 0
plza=| 0 2 0 [ lele=]0 % 0

50T 003

1.3 Formules de changement de bases et congruence des ma-
trices

Proposition. Soit £/ un R—espace vectoriel de dimension n. Soient %, %’
deux bases de E. Soit ¢ € BL(E). Si A = [p]s, A' = [¢la, P = Py x| alors

A ='PAP .

Définition. On dit que A, A’ € .#,(IR) sont congruentes si A’ = ‘PAP pour

une matrice P € .,(R) inversible.

Théoréme. Classes de congruences des matrices symétriques et anti-

symétriques réelles.

i) Soit A € .7, (R). Il existe des entiers r,s = 0 et une matrice inversible P €

f. c-a-dsi B = (e1,...,en), B = (€},...,el,), alors P = (p;j)i<ij<n 00l "1 < j < n, e =
Y pije;; c’est la matrice de passage de la base Z dans la base %'.
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M, (R) tels que

'PAP =

0

matrice diagonale avec r « 1 » et s « —1 ». De plus, r + s = rgA.

ii) Soit A € ,(R). Alors rgA = 2d est pair et il existe une matrice inversible P
telle que

J

'PAP =

matrice diagonale par blocs avec d blocs J = de taille 2 x 2.

Démo. Plus tard dans le cours.

I.4 Noyau et rang d’une forme bilinéaire symétrique

Définitions. Soit F un R—espace vectoriel. Soit ¢ € BLS(E) v BLA(E).

— Le noyau de p est kerp ={z e E : "ye E, p(x,y) = 0.

— Le rang de ¢, noté rgy, est la dimension de I'image de ’application linéaire
Vo : B — E* x— o(z, )ﬂ

. On note E* = Z(E,R).
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— On dit que ¢ est non dégénérée si ker p = 0.

Remarque. Si E est un R—espace vectoriel de dimension n et de base £, si on
note #* la base duale de E*, alors [p]|z = [V,]2,2% € #,(R).

Théoréme du rang pour les formes bilinéaires symétriques et antisy-
métriques. Soit £ un R—espace vectoriel de dimension n. Soit ¢ € BLS(E) u
BLA(FE). Alors :

n = dimker ¢ + rgyp .

I.5 Produits scalaires

Définitions. Soit ¢ € BLS(E).

— On dit que ¢ est positive si v € E, ¢(z,z) = 0.

— On dit que ¢ est définie positive si '0 # x € E, o(x,z) > 0.

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique et définie positive
v € BL(E).

Exemple. Le produit scalaire usuel est un produit scalaire.

Exercices.

1) (A, B)+— Tr(AB) est un produit scalaire sur .7, (RR).
2) (A, B) — —Tr(AB) est un produit scalaire sur <7,(R).

I.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (-, -) un produit scalaire sur un R—espace vectoriel E.
Notation. pour tout x € E,| soit ||z|| = 1/, z).
Théoréme. Soient x,y € F .
i) Kzl < [lzflllyll;
i) Si[Kx,y)| = ||=||||y||, alors x,y sont liés.
Démo. Lemme. Si A € ./(R), alors A est diagonalisable.
Corollaire. L’application £ — R, © — ||z|| est une norme.

Ezercice. Identité du prallélogramme. "z,y € E, ||z + y||* + ||z — y||* =
2|=([* + 2|yl

1.7 Produit scalaire hermitien

Soit E un C—espace vectoriel.
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a)

Définitions.

On dit que P'application E x E — C, (x,y) — {x,y) est une forme sesquili-

néaire sl
(i) Yxe E, E— C, y— {(x,y) est linéaire;
(i) "ye B, E— C, z— (x,y) est antilincaire[];

on dit que c’est une forme sesquilinéaire hermitienne si de plus
(iti) ",y € B, {,y) = {y,x) ;
on dit que c’est un produit scalaire hermitien si de plus
(iv) "we E, {x,r) > 0.

Ezxemples.
(x,y) — > Tyy; est une forme hermitienne sur C™.
(f.g) = §', fg est une forme hermitienne sur C[X].
Exercices.

Notons {x,y) = a(z,y) +i6(z,y) avec a(z,y), f(x,y) € R pour tous z,y € E.

Vérifier que (-,-) est une forme sesquilinéaire hermitienne < « est bilinéaire

symétrique et [ est bilinéaire antisymétrique.

Soit A € M, (C). Verifier que #,,1(C) x A,1(C) — C, (X,Y) — ‘X AY est
A.

une forme sesquilinéaire hermitienne < ‘A =

II Espaces euclidiens

Définitions.

— Un espace préhilbertien est un couple (F,{-,-)) ou E est un R—espace vec-
toriel et (-, ) un produit scalaire sur FE.

— Un espace euclidien est un couple (E, (-, -)) ot E est un R—espace vectoriel
de dimension finie et {-,-) un produit scalaire sur F.

Exemple. R™ avec le produit scalaire usuel.

t. c-a-d w2’ € B, {x +2',y) = {x,y) + {2’ y), "x e E, Yt e C, {tx,y) = t{x,y).
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II.1 Bases orthogonales
Soit (E,{-,-)) un espace euclidien.
Définitions.
a) On dit que z,y € E sont orthogonauz si {x,y) = 0.
b) Une base orthogonale de E est une base (e1, ..., €,) telle que ¥i # j, {e;,e;) =0
¢) Une base orthonormale ou orthonormée de E est une base (eq, ..., €,) telle que
Vi 7 j> <ei7€j> = 07 Vi’ <€iaei> =1
Théoréme. Si E est un espace euclidien, alors £ admet une base orthogonale.

En particulier £ admet une base orthonormale.

Exercices.

1) (Théoréme de Pythagore) Soient x,y € E. Montrer que (x,y) = 0 < ||z +y||> =
1] + [lyll*.

2) Soit (eq,...,e,) une famille de vecteurs de E telle que Vi # j, {e;,e;> = 0.
Vérifier que les e; sont linéairement indépendants.

3) Trouver une base orthonormale pour E = {(z,y,2) € R® :  +y+ 2z = 0} avec

le produit scalaire usuel.

I1.2 Procédé de Gram-Schmidt

Théoréme. Soit £ un espace euclidien de base (e, ..., e, ). Il existe une unique
base (fi, ..., fn) de E telle que

(i) "1<i<n, fi=e;mod{ey,....,e; 1);
(ii) la base (f1,..., fn) est orthogonale.

Démo. On définit par récurrence :

<€z7 fk>
fi=e,Yi>1, fi=e —
L Z V(i fk>
Remarques. En particulier, la base (H;‘%H’ ST ||> est orthonormale.
Ezxercices.
a) Siey,...,e,) est une base orthonormale de E, alors Yz = x1ey + ... + 2,6, y =

y1€1 + ... + ynen € B, {x,y) = 1y1 + ... + TpYn-
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b) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la base (e, €1, e, €3, e4) = (1, X, X2, X3, X?)
de R[X]<4 avec le produit scalaire { f, g) = Sil %f—gdt = {5 f(cosz)g(cos(x))dx.

. e, g ™ cos xdx S eo. .
fo=eo =1, fi = er— S fy = X - W X fy = ey - (20 -

leafo) ¢ y2_ Sgeos’wde 5, ffcos?xdr, 50 1 . Cesfay g Lesf1) £
<f[>7fo>f0 =X 5o costdxX : §g dx =X 20 fs = es <f2,f2>f2 <f1,f1>f1
les, fod ¢ v3 o cos® z(cos? x—1)dx 2 1 §~ cos? zdx §g cos®xdw 3 3
<f()7f()>'f0 =X"= 08(7]"<C052,4,%>25x ( _5)_S%COSQIdIX_ ’ §o dz =X _ZX‘/

c) Soit A € .7,(R). Montrer que la forme bilinéaire symétrique associée ¢4 est
un produit scalaire < "1 < i < n, Aj(A) = dét(Aug)i<as<i > 0. Indication.
Soit A; = (Anp)i<ap<i- Noter b = (eq,...,c,) la base canonique de R™. Ap-
pliquer le procédé de Gram-Schmidt auz vecteurs ey, ..., e, et obtenir une base
V = (fi,..., fa) orthogonale pour pa. Alors A; = [@al(ey,..e) = "P;D;P; ou P,
est la matrice de passage de la base (fi,..., fi) dans la base (ei, ..., e;) qui est
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et D; est la matrice de o

dans la base (fi,..., fi) qui est diagonale car la base (f1,...) est orthogonale.
Donc Vi, 90A<f1; fl)@A(fu fl) = détDz = Al(A)

2 -1 0 0
-1 2 -1
FExemple. La matrice symétrique A = définit un produit
o -1 2 -1
0O 0 -1 2

scalaire car Aj(A) =2, Ay(A) =3, Az(A) =4, Ay(A) =5 > 0.

s/
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I1.3 Sous-espaces orthogonaux

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien.
Notation. Soit X € E. Onpose X+ ={ye E : "x e X, (x,y) = 0}.
C’est ’orthogonal de X.

Proposition

) X+ = Vect(X)! est un sous-espace de F ;

) 0t =E, Et =0,

i) VF<E, F<F' Fl—FlL FLFl— FOF!,
) "EEGSE, (F+G)t=FtnGH FH+GE< (Fn Q)L
)

si F' est de dimension finie, alors E = F @ F* et si E est de dimension finie,
alors dim F + dim F* = dim F ;

vi) Si E est de dimension finie, alors "F < E, F = F* "F.G < E, F+ + G+ =
(FnG)*L
I1.4 Projections orthogonales

Soit F,{-,-) un espace euclidien.

I1.4.1 Définition

Soit F < E. Soit x € E. Soient x; € F, x5 € F* tels que = 1 + 5. On pose
pr(z) = x1. Clest la projection orthogonale de x sur F.

Remarque. Soient z,y € E. Alors y = pp(z) & ye Fetax —ye FL.

Exercice. Soit p € Z(E). Alors p est une projection orthogonale < p? =
p et kerpLlim p.
11.4.2 Formule

Si fi,..., [r est une base orthonormale de F, alors pr(z) = {z, fi)f1 + ... +

11.4.3 Distance a un sous-espace

Soit x € E, alors d(x, F) = infyep ||z — y|| = ||z — pr(x)]].
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II.5 Matrices de Gram

Définition. Soient ey, ...,e, € E. On note G(ey,...,e,) = ({e;,€j))1<ij<n €
My (R).
Proposition.
— La matrice G(ey, ..., €,) est symétrique positive.
— La matrice G(ey,...,e,) est inversible < symétrique définie positive <
€1, ..., €, sont R—linéairement indépendants.

— Pour tout x € E, d(z,F) = W pour toute base quelconque
(fla ceey fn) de F.
Ezercices.

1. Calculer inf,p cr Sé(w?’ —az? — br — ¢)?dx.

2. Soient ay,...,a, € R", on pose P(ay,...,a,) = {tia1 + ... + tha, : 0 <

t1, ..., t, < 1}. Vérifier par récurrence sur n que

vol(P(ay, ..., a,)) = f dxy...dz, = A/détG(ay, ..., a,) .
zeP(a1,...,an)

FEzercice. Soit E un espace euclidien avec une base orthonormale B = (e, ..., ;).
Soit p € Z(F) de matrice P dans la base B. Vérifier que p est une projection or-
thogonale & P? = P et !P = P.

I1.6 Angles entre vecteurs de R™.
Définition. Soient 0 # z,y € R". L’angle entre z,y est le réel 0 < Ty < 7 tel
(z, y)

[ l[yl]
Ezemple. v 1y < ry = 5 ; x,y colinéaires < Ty = +.

que

CoS Ty =

FEzercice. Soit un tétracédre régulier dans R3. L’angle entre les vecteurs issus du

centre et pointés vers les sommets est —Arccos% = 7 — Arctan(2+/2).

10 / 0]
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FIGURE 1 — a = —Arccoss
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Proposition. (Matrice d’une projection orthogonale.) Soit pr la pro-
jection orthogonale sur F'. Si & = (ey,...,e,) est une base orthonormale de E,

alors
[prls = B('BB)™"'B

ou B = ({e;, fj))1<isn € My, est la matrice d'une base (fi, ..., fr) quelconque de

1<j<k

F dans la base 4.
Démo. Soit f € Z(E) tel que [f]ly = B('BB)™'B. Soient z € E, y € F.

X1 Y1
Alors il existe X = ( : ) € Mn(R),Y = ( : ) e M (R)tels que z =
Tp Yk
rie1+ ... +xpen, y =y1f1+ ... + yrfr.
Alors

(@ = f(z),y) ="(X = B(BB)""BX)BY

='XBY ~'XB('BB)"''"BBY
—_—
=1I;

='XBY —'XBY =0 .

C’est vrai pour tout y € F donc x — f(z) € F* = f(z) = pr(z). Q.e.d.

Ezemple. Si E = R™, si d est une droite, alors p; = 22 ol v € My (R) est le

tyv

vecteur des coordonnées d’un vecteur directeur de d.

III Matrices orthogonales

Soit (E,{-,-)) un espace euclidien. Soit f € Z(F).
Définition. Sont équivalentes.
i) Yze B, [|f(@)l] = [l
ii) f envoie toute base orthonormale sur une base orthonormale.

ili) f envoie une base orthonormale sur une base orthonormale.
On dit que f est une transformation orthogonale si une de ces assertions est
vraie.

Notation. O(E) = l'ensemble des transformations orthogonales de E.

Ezercices.

1) O(F) < GL(FE) est un sous-groupe.
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2) Sife Z(FE), alors feO(E) < [f]lzg € O,(R) pour toute base orthonormale
% de E.

Définition. Soit M € .#(R). Sont équivalentes
i) 'MM = I,.
i) M'M =1,.
iii) M inversible et M~1 =M.
Si une de ces conditions est vérifiée, on dit que la matrice M est orthogonale.
Remarques. 1) < « les colonnes de M forment une base orthonormale de R™ »

ii) « «les lignes de M forment une base orthonormale de R »

Une matrice de rotation est une matrice orthogonale de déterminant 1.
Notations. O,(R), SO,(R).
Ezxercices.
1) "M ="M e #,(R), (I - M)(I+ M) eSO,(R).
2) SO,(R) < O0,(R) < GL,(R).
3) SiMeO,(R), détM = +1.
Ezemples. Les matrices de permutations, I,, — 2v'v pour tout vecteur colonne v
2 -2 -1
NERERC

2 Y

—\/gl

de norme 1 pour le produit scalaire usuel, —

W=
|
[\)
N

S

5

ol ¢ = 1+2

III.1 Symeétries orthogonales

Définition. Soit ' < E. La symétrie orthogonale par rapport a F' est I’appli-
cation linéaire sp: E — E, "z e F,"ye F*, o +y — x —y.

Si I est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale. C’-a-d :
reF, sp(x) =z, "ye Ft sp(y) = —y.

Exercices.

1) Soit s € Z(F). Alors s est une symétrie orthogonale < s = Idg et ker(s —
1) Lker(s + 1).

2) Soit F < E.On a sp =2pr —Idg = Idg — 2pp..

13 / 0]
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3) Soit v € A, (R) un vecteur colonne de norme 1 (pour le produit scalaire
usuel. Montrer que I, — 2v'v est une réflexion orthogonale. Par rapport a quel

sous-espace ?

4) Soit S € A, (R). Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour
le produit scalaire usuel de R") < S? =1, et 'S = S.

Proposition. Une matrice de symétrie orthogonale est orthogonale. De plus,
les réflexions orthogonales engendrent O, (RR).

I11.2 Dimension 2

cosa —sinao
Proposition. SO3(R) = {R, = cae R}, O5(R)\SO2(R) =

sine  cos«

cosa  sina
{Sa = : a e R}
sind —cos«
Remarques. R, est la rotation d’angle «, S, est la symétrie orthogonale par

o

rapport a la droite « qui fait un angle ¢ avec I'axe des abscisses ».

FExercices.
1) VOz,B, Sg = ]2, RaRﬁ = Ra+5, Sa85 = Ra_ﬁ, SaRﬁ = Sa_g, RaSﬁ = Sa+5.
0 —1
2) R,=expa
1 0
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I11.3 Dimension 3
I11.3.1 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mixte)

T x’ yz' — zy
1) Ya,y,2,2,y,7 € R, (y) Ay =227 | eR?
z 2z xy — yx'

T x z” xa' 2"
2) Ya,y,z, 2y, "y, 2" € R, [ (g) ) <gi> ) <gz> ]:: Zggz e R.
Propriétés.
i) R3xR?®— R? (u,v)— u A v est bilinéaire alternée.
i) Yu,v,we R [u,v,w] = (uAv) - wff
iii) Yu,v,weR3 un (vAaw)=(u-wv—(u-v)w.
iv) Yu,ve R, JJuAv||? = [|ul]}]v][*sin® a ot a € [0, 7], (u-v) = ||u]]||v]] cos a.
v) (Jacobi) "u,v,w, u A (v A W)+ VA (WAU)+wA (uAv)=0.

Remarque. £ Ay L2, Y.

I11.3.2 Formule de Rodrigues

—To T 0

0 —T3 T9
Si ¥ = Y(x,20,73) € R? on pose Ay :== [ z3 0 —xz1 | € @4(R)[f| Soit

k € R3 un vecteur de norme 1.
— La matrice de la rotation d’axe k et d’angle 0 € R est Ry, = I3 +sinA; +
2
(1 —cosf)Az.
— Comme application linéaire, on a :

"7 e R, Ry 4(V) = cos 07 + sinfk A7+ (1 —cosO)(k-0)k .

1 0 0 cosf) —sinf
Exemples. Res 9= Rig=| 0 cos® —sinf |, Rgo=Rsp=| sinf cosé
0 sinf cos@ 0 0

Exercice. R = exp(6A;).

. Pour le produit scalaire usuel de R?.
1. C’est la matrice de ¥'+— Z A .
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I11.3.3 Axes d’une rotation.

Théoréme. Si R € O3(R), alors il existe v € R? tel que Rv = +wv.
Démo. (Euler) Si'R # R, soit 0 # v € ker'R — R.

Si 'R = R, alors R* = I3 = R? = ker(R — I3) @ ker(R + I3).
Corollaire. Soit R € SO3(R), alors si ‘R # R, axe de la rotation R est

Ras — R3o
kerR— I3 =R | R31 — Ri3

12 — R21

Ezercice. "R € SO3(R), 3 P € SO3(R), R = 'PR; 4P pour un certain 0 € R.

I11.3.4 Angles d’Euler

Ezercice. Les matrices de SO3(R) sont de la forme

Rl,aR?),ﬂRl,'y
1 0 0 cosf —sinfg 0 1 0 0
= | 0 cosa —sina sinf  cosfB 0 0 cosy —sinvy
0 sina cosa 0 0 1 0 siny cosvy

a,B,7€R.
Indication. Soit R € SO3(R). il existe a, f € R tel que R(€1) = Ry oRop(€1).
Alors 37, (R1oR25) 'R = Ry .
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II1.4 Les réflexions orthogonales engendrent O, (RR)

Proposition. Soit O € O,(R). Soit k = rang(O — I,). Alors il existe des
réflexions orthogonales r1, ..., 7 telles que O = ry...1p.

Lemme. YA € M, (R), ker'A = (ImA)*.

Démo. par récurrence sur k = 0.

FEzercices.

1) Si R=ry..rp ou ry, ..., rg sont des réflexions orthogonales, alors k > rang(R —
I,). Indication. YA € M, (R), "r réflexion orthogonale, rang(r A—1I,,) > rang(A—
I,) -1

2) Soit O = 0 | €Os(R). Alors rang O — I, = 3 et
1

1 1
01
10
1 1

01
10 1
0= 1 01 ] -
10

3 réflexions orthogonales

3) Soit A € #,(R) antisymétrique. Alors I, + A est inversible et (1, — A)(L, +
A)71 e SO, (R).

IV  Réduction des endomorphismes adjoints

IV.1 Matrices symétriques

IV.1.1 Reéduction

Théoréme. Soit A € .7,(R). Alors il existe P € O,(R) et D diagonale telles
que A= PD'P.
Lemme. A posséde une valeur propre réelle.

Démo. Par récurrence sur n = 0.

Ezxemples.
11 1
11 G 3
a) (111)=PD'PouP=|p5-3 % |.D=( 0 |
111 0 2 0
3 3



L2 — Algebre 4 2023-2024

n+1 ) 1<i,j<n

-1 g
b) Soit C' = \\ e .Z(R). Alors C = PD'P ot P = (sin %

T
2 — 2cos ]

et D =

‘2 —2cos 15
Ezercices.
1. Si X # pu, alors ker(A — \) L ker(A — p).

2. Montrer que la matrice symétrique (1 _Zl) n’est pas diagonalisable sur C.

1

IV.1.2 Signature.

Définition. Soit A € #,(R). Soient Ay, ..., A, les valeurs propres de A. On
note sign(A) = (p, q) la signature de A ou

p=Hl<i<n:\ >0}

g={1<i<n:X<0};

c’est la signature de A.
Ezxercices.

1) p+ q=rang(A).
2) sign (é?) — (2,0), sign (68) — (1,0), sign ((1)(1)) ~(1,1) .

IV.1.3 Min-max.

Théoréme. Soit A € .7,(R). Soient A\; < ... < A\, les valeurs propres de A.
Alors

A= min max‘zAr = max min ‘zAx .
Fsln(R) xeF F<Apy(R) z€F
dim F=k ||z||=1 dim F=n—k+1 |[|z||=1

Ezercices.
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1) Avec les notations du théoréme, vérifier que si A, B € .%,(R), alors \{(A) +
M(B) < M(A+ B) < M\(A+ B) < \(A) + \o(B).

2) Démontrer le critére de Sylvester avec les mineurs principauz a I'aide du théo-

réme ci-dessus.

IV.2 Adjoint d’'un endomorphisme

Théoréme de Riesz. Soit E un espace euclidien. "\ € E* 32y € E, A =

<.1')\, >
Définition. Soit £ un espace euclidien. Si f € Z(F), on pose f* € Z(F) tel

que :
"z,ye E, (f(x),y) = (z, f*(y)) .

Exercice. Si A est une base orthonormée de E, alors [f*]% = [ f] -
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IV.3 Réduction des endomorphismes normaux

Lemme. Soit £ un R—espace vectoriel de dimension finie. Soit f € Z(FE).
Alors f laisse stable un sous-espace vectoriel de E de dimension 1 ou 2.

Théoréme. Soit A € #,(R) telle que ‘AA = A'A. Alors il existe P € O,(R)
telle que

A= PA"P
oll A’ est de la forme
xq
Ty

a7 —51

51 aq
g _55
Bs o

ou Z1,...T,, 1 + 15, ...,, + i, sont les valeurs propres de A’.
Cas particuliers. A symétrique, antisymétrique ou orthogonale.
Ezercice. Déduire du théoréme que exp : @,(R) — SO, (R) est surjective.
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