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Cours d’algèbre bilinéaire

I Formes bilinéaires

I.0 Produit scalaire usuel

C’est l’application Rn ˆ Rn Ñ R, px, yq ÞÑ x ¨ y où si x “ px1, ..., xnq, y “

py1, ..., ynq, x ¨ y “ x1y1 ` ...` xnyn.
Proposition.

i) @x P Rn, Rn Ñ R, y ÞÑ x ¨ y est linéaire.

ii) @y P Rn, Rn Ñ R, x ÞÑ x ¨ y est linéaire.

iii) @x, y P Rn, x ¨ y “ y ¨ x.

iv) @0 ‰ x P Rn, x ¨ x ą 0.

Notation. Si x P Rn, soit ||x||2 “
?
x ¨ x.

Théorème de Cauchy-Schwarz. @x, y P Rn, |x ¨ y| ď ||x||2||y||2.
Démo. @a, b P R, |ab| ď a2`b2

2
.

I.1 Formes bilinéaires

Définitions. Soit E un R´espace vectoriel.
— Une forme bilinéaire sur E est une application b : E ˆ E Ñ R telle que

— @x P E, bpx, ¨q : E Ñ R est linéaire ;
— @y P E, bp¨, yq : E Ñ R aussi.

— On dit que b est symétrique si @x, y P E, bpx, yq “ bpy, xq. On dit que b est
antisymétrique si @x, y P E, bpx, yq “ ´bpy, xq.

Notations. SoientBLpEq, resp.BLSpEq, resp. BLApEq, l’ensemble des formes
bilinéaires sur E, resp. des formes bilinéaires symétriques, resp. l’ensemble des
formes bilinéaires antisymétriques.

Exercices.

1) L’ensembleBLpEq est unR´espace vectoriel pour les lois ordinaires etBLpEq “
BLSpEq ‘BLApEq.

2) Polarisation.

i) Soit b P BLSpEq. Alors @x, y P Rn, bpx, yq “ 1
2
pbpx` y, x` yq ´ bpx, xq ´

bpy, yqq.
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ii) Soit b P BLpEq. Alors b antisymétrique ô b alternée †.

Exemples.

a) Les applications suivantes sont bilinéaires symétriques.
— R

n ˆRn, px, yq ÞÑ x ¨ y ;
— MnpRq ˆMnpRq Ñ R, pA,Bq ÞÑ TrAB ;
— l2pNq ˆ l2pNq Ñ R, ppanq, pbnqq ÞÑ

ř

ně0 anbn ;
— M2pRq ˆM2pRq Ñ R, pA,Bq ÞÑ détpA`Bq ´ détA´ détB ;
— C0

pr´1, 1s,Rq ˆ C0pr´1, 1s,Rq Ñ R, pf, gq ÞÑ
ş1

´1
fg.

b) L’application R2 ˆ R2 Ñ R, ppx1, x2q, py1, y2qq ÞÑ x1y2 ´ x2y1 est bilinéaire
antisymétrique.

c) L’application R2 ˆ R2 Ñ R, ppx1, x2q, py1, y2qq ÞÑ x1y2 est bilinéaire mais ni
symétrique ni antisymétrique.

I.2 Matrices

Définition. Soit A P MnpRq. L’application

ϕA : Mn1pRq ˆMn1pRq Ñ R, pX, Y q ÞÑ tXAY

est bilinéaire.
Exercice. L’application ϕA est symétriqueô la matrice A est symétrique. L’ap-

plication ϕA est antisymétrique ô la matrice A est antisymétrique.
Notations. Soient SnpRq “ tA P MnpRq : tA “ Au, AnpRq “ tA P MnpRq :

tA “ ´Au.
Définition. Matrice d’une forme bilinéaire. Soit B “ pe1, ..., enq une base

d’un R´espace vectoriel E. Si ϕ P BLpEq, on pose rϕsB “ pϕpei, ejqq1ďi,jďn.
Proposition. Avec les notations de la définition.

@x “ x1e1 ` ...` xnen,
@y “ y1e1 ` ...` ynen, ϕpx, yq “ 4XAY

où A “ rϕsB, X “ tpx1, ..., xnq, Y “
tpy1, ..., ynq P Mn1pRq.

On en déduit le
Théorème. Soit E un R´espace vectoriel de dimension n, de base B. Alors

l’application ϕ ÞÑ rϕsB définit des isomorphismes d’espaces vectoriels :

BLpEq » MnpRq

†. c-à-d @x P E, bpx, xq “ 0.
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BLSpEq » SnpRq

BLApEq » AnpRq .

Exemple. Soit E “ Rrxsď2. Soit B “ p1, x, x2q. Soit B1 “ p1, x, 2x2 ´ 1q. Soit
ϕ : E ˆ E Ñ R, pf, gq ÞÑ

ş1

´1
fpxqgpxq
?

1´x2
dx “

şπ

0
fpcos tqgpcos tqdt. Alors

rϕsB “

¨

˚

˚

˚

˝

π 0 π
2

0 π
2

0

π
2

0 3π
8

˛

‹

‹

‹

‚

, rϕsB1 “

¨

˚

˚

˚

˝

π 0 0

0 π
2

0

0 0 π
2

˛

‹

‹

‹

‚

.

I.3 Formules de changement de bases et congruence des ma-
trices

Proposition. Soit E un R´espace vectoriel de dimension n. Soient B, B1

deux bases de E. Soit ϕ P BLpEq. Si A “ rϕsB, A1 “ rϕsB1 , P “ PB,B1
†, alors

A1 “ tPAP .

Définition. On dit que A,A1 P MnpRq sont congruentes si A1 “ tPAP pour
une matrice P P MnpRq inversible.

Théorème. Classes de congruences des matrices symétriques et anti-
symétriques réelles.

i) Soit A P SnpRq. Il existe des entiers r, s ě 0 et une matrice inversible P P

†. c-à-d si B “ pe1, ..., enq, B1 “ pe11, ..., e
1
nq, alors P “ ppijq1ďi,jďn où @1 ď j ď n, e1j “

řn
i“1 pijei ; c’est la matrice de passage de la base B dans la base B1.
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MnpRq tels que

tPAP “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
. . .

1

´1
. . .

´1

0
. . .

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

matrice diagonale avec r « 1 » et s « ´1 ». De plus, r ` s “ rgA.

ii) Soit A P AnpRq. Alors rgA “ 2d est pair et il existe une matrice inversible P
telle que

tPAP “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

J
. . .

J

0
. . .

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

matrice diagonale par blocs avec d blocs J “

¨

˝

0 ´1

1 0

˛

‚de taille 2ˆ 2.

Démo. Plus tard dans le cours.

I.4 Noyau et rang d’une forme bilinéaire symétrique

Définitions. Soit E un R´espace vectoriel. Soit ϕ P BLSpEq YBLApEq.
— Le noyau de ϕ est kerϕ “ tx P E : @y P E, ϕpx, yq “ 0.
— Le rang de ϕ, noté rgϕ, est la dimension de l’image de l’application linéaire

γϕ : E Ñ E˚, x ÞÑ ϕpx, ¨q †.

†. On note E˚ “ L pE,Rq.
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— On dit que ϕ est non dégénérée si kerϕ “ 0.
Remarque. Si E est un R´espace vectoriel de dimension n et de base B, si on

note B˚ la base duale de E˚, alors rϕsB “ rγϕsB,B˚ P MnpRq.
Théorème du rang pour les formes bilinéaires symétriques et antisy-

métriques. Soit E un R´espace vectoriel de dimension n. Soit ϕ P BLSpEq Y
BLApEq. Alors :

n “ dim kerϕ` rgϕ .

I.5 Produits scalaires

Définitions. Soit ϕ P BLSpEq.
— On dit que ϕ est positive si @x P E, ϕpx, xq ě 0.
— On dit que ϕ est définie positive si @0 ‰ x P E, ϕpx, xq ą 0.
Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique et définie positive

ϕ P BLpEq.
Exemple. Le produit scalaire usuel est un produit scalaire.
Exercices.

1) pA,Bq ÞÑ TrpABq est un produit scalaire sur SnpRq.

2) pA,Bq ÞÑ ´TrpABq est un produit scalaire sur AnpRq.

I.6 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit x¨, ¨y un produit scalaire sur un R´espace vectoriel E.
Notation. pour tout x P E, soit ||x|| “

a

xx, xy.
Théorème. Soient x, y P E .

i) |xx, yy| ď ||x||||y|| ;

ii) Si |xx, yy| “ ||x||||y||, alors x, y sont liés.

Démo. Lemme. Si A P S2pRq, alors A est diagonalisable.
Corollaire. L’application E Ñ Rě0, x ÞÑ ||x|| est une norme.
Exercice. Identité du prallélogramme. @x, y P E, ||x ` y||2 ` ||x ´ y||2 “

2||x||2 ` 2||y||2.

I.7 Produit scalaire hermitien

Soit E un C´espace vectoriel.
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Définitions.

a) On dit que l’application E ˆ E Ñ C, px, yq ÞÑ xx, yy est une forme sesquili-
néaire si

(i) @x P E, E Ñ C, y ÞÑ xx, yy est linéaire ;

(ii) @y P E, E Ñ C, x ÞÑ xx, yy est antilinéaire † ;

b) on dit que c’est une forme sesquilinéaire hermitienne si de plus

piiiq @x, y P E, xx, yy “ xy, xy ;

c) on dit que c’est un produit scalaire hermitien si de plus

pivq @x P E, xx, xy ą 0 .

Exemples.

a) px, yq ÞÑ
řn
i“1 xiyi est une forme hermitienne sur Cn.

b) pf, gq ÞÑ
ş1

´1
fg est une forme hermitienne sur CrXs.

Exercices.

1) Notons xx, yy “ αpx, yq` iβpx, yq avec αpx, yq, βpx, yq P R pour tous x, y P E.
Vérifier que x¨, ¨y est une forme sesquilinéaire hermitienne ô α est bilinéaire
symétrique et β est bilinéaire antisymétrique.

2) Soit A P MnpCq. Vérifier que Mn1pCq ˆMn1pCq Ñ C, pX, Y q ÞÑ tXAY est
une forme sesquilinéaire hermitienne ô tA “ A.

II Espaces euclidiens

Définitions.
— Un espace préhilbertien est un couple pE, x¨, ¨yq où E est un R´espace vec-

toriel et x¨, ¨y un produit scalaire sur E.
— Un espace euclidien est un couple pE, x¨, ¨yq où E est un R´espace vectoriel

de dimension finie et x¨, ¨y un produit scalaire sur E.
Exemple. Rn avec le produit scalaire usuel.

†. c-à-d @x, x1 P E, xx` x1, yy “ xx, yy ` xx1, yy, @x P E, @t P C, xtx, yy “ txx, yy.
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II.1 Bases orthogonales

Soit pE, x¨, ¨yq un espace euclidien.
Définitions.

a) On dit que x, y P E sont orthogonaux si xx, yy “ 0.

b) Une base orthogonale de E est une base pe1, ..., enq telle que @i ‰ j, xei, ejy “ 0.

c) Une base orthonormale ou orthonormée de E est une base pe1, ..., enq telle que
@i ‰ j, xei, ejy “ 0, @i, xei, eiy “ 1.

Théorème. Si E est un espace euclidien, alors E admet une base orthogonale.
En particulier E admet une base orthonormale.

Exercices.

1) (Théorème de Pythagore) Soient x, y P E. Montrer que xx, yy “ 0 ô ||x`y||2 “

||x||2 ` ||y||2.

2) Soit pe1, ..., enq une famille de vecteurs de E telle que @i ‰ j, xei, ejy “ 0.
Vérifier que les ei sont linéairement indépendants.

3) Trouver une base orthonormale pour E “ tpx, y, zq P R3 : x` y` z “ 0u avec
le produit scalaire usuel.

II.2 Procédé de Gram-Schmidt

Théorème. Soit E un espace euclidien de base pe1, ..., enq. Il existe une unique
base pf1, ..., fnq de E telle que

(i) @1 ď i ď n, fi “ ei mod xe1, ..., ei´1y ;

(ii) la base pf1, ..., fnq est orthogonale.

Démo. On définit par récurrence :

f1 “ e1,
@i ą 1, fi “ ei ´

i´1
ÿ

k“1

xei, fky

xfk, fky
fk .

Remarques. En particulier, la base p f1
||f1||

, ..., fn
||fn||

q est orthonormale.
Exercices.

a) Si e1, ..., enq est une base orthonormale de E, alors @x “ x1e1 ` ...` xnen, y “

y1e1 ` ...` ynen P E, xx, yy “ x1y1 ` ...` xnyn.
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b) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt à la base pe0, e1, e2, e3, e4q “ p1, X,X
2, X3, X4q

deRrXsď4 avec le produit scalaire xf, gy “
ş1

´1
fptqgptq
?

1´t2
dt “

şπ

0
fpcosxqgpcospxqqdx.

f0 “ e0 “ 1, f1 “ e1 ´
xe1,f0y
xf0,f0y

f0 “ X ´

şπ
0 cosxdx
şπ
0 dx

1 “ X, f2 “ e2 ´
xe2,f1y
xf1,f1y

f1 ´

xe2,f0y
xf0,f0y

f0 “ X2´

şπ
0 cos3 xdx
şπ
0 cos2 xdx

X´
şπ
0 cos2 xdx
şπ
0 dx

1 “ X2´ 1
2
, f3 “ e3´

xe3,f2y
xf2,f2y

f2´
xe3,f1y
xf1,f1y

f1´

xe3,f0y
xf0,f0y

f0 “ X3´

şπ
0 cos3 xpcos2 x´ 1

2
qdx

şπ
0 pcos2 x´ 1

2
q2dx

pX2´ 1
2
q´

şπ
0 cos4 xdx
şπ
0 cos2 xdx

X´
şπ
0 cos3 xdx
şπ
0 dx

1 “ X3´ 3
4
X,

c) Soit A P SnpRq. Montrer que la forme bilinéaire symétrique associée ϕA est
un produit scalaire ô @1 ď i ď n, ∆ipAq “ détpAαβq1ďα,βďi ą 0. Indication.
Soit Ai “ pAαβq1ďα,βďi. Noter b “ pe1, ..., cnq la base canonique de Rn. Ap-
pliquer le procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs e1, ..., en et obtenir une base
b1 “ pf1, ..., fnq orthogonale pour ϕA. Alors Ai “ rϕAspe1,...eiq “ tPiDiPi où Pi
est la matrice de passage de la base pf1, ..., fiq dans la base pe1, ..., eiq qui est
triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale et Di est la matrice de ϕA
dans la base pf1, ..., fiq qui est diagonale car la base pf1, ...q est orthogonale.
Donc @i, ϕApf1, f1q...ϕApfi, fiq “ détDi “ ∆ipAq ...

Exemple. La matrice symétrique A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 ´1 0 0

´1 2 ´1 0

0 ´1 2 ´1

0 0 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

définit un produit

scalaire car ∆1pAq “ 2, ∆2pAq “ 3, ∆3pAq “ 4, ∆4pAq “ 5 ą 0.
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II.3 Sous-espaces orthogonaux

Soit pE, x¨, ¨yq un espace euclidien.
Notation. Soit X Ď E. On pose XK “ ty P E : @x P X, xx, yy “ 0u.
C’est l’orthogonal de X.
Proposition

i) XK “ VectpXqK est un sous-espace de E ;

ii) 0K “ E, EK “ 0,

iii) @F ď E, F ď FKK, FK “ FKKK, F ` FK “ F ‘ FK,

iv) @F,G ď E, pF `GqK “ FK XGK, FK `GK ď pF XGqK.

v) si F est de dimension finie, alors E “ F ‘ FK et si E est de dimension finie,
alors dimF ` dimFK “ dimE ;

vi) Si E est de dimension finie, alors @F ď E, F “ FKK, @F,G ď E, FK`GK “

pF XGqK.

II.4 Projections orthogonales

Soit E, x¨, ¨y un espace euclidien.

II.4.1 Définition

Soit F ď E. Soit x P E. Soient x1 P F, x2 P F
K tels que x “ x1 ` x2. On pose

pF pxq “ x1. C’est la projection orthogonale de x sur F .
Remarque. Soient x, y P E. Alors y “ pF pxq ô y P F et x´ y P FK.
Exercice. Soit p P L pEq. Alors p est une projection orthogonale ô p2 “

p et ker pKim p.

II.4.2 Formule

Si f1, ..., fk est une base orthonormale de F , alors pF pxq “ xx, f1yf1 ` ... `

xx, fkyfk.

II.4.3 Distance à un sous-espace

Soit x P E, alors dpx, F q “ infyPF ||x´ y|| “ ||x´ pF pxq||.
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II.5 Matrices de Gram

Définition. Soient e1, ..., en P E. On note Gpe1, ..., enq “ pxei, ejyq1ďi,jďn P

MnpRq.
Proposition.
— La matrice Gpe1, ..., enq est symétrique positive.
— La matrice Gpe1, ..., enq est inversible ô symétrique définie positive ô

e1, ..., en sont R´linéairement indépendants.
— Pour tout x P E, dpx, F q “

b

détGpx,f1,...,fnq
détGpf1,...,fnq

pour toute base quelconque
pf1, ..., fnq de F .

Exercices.

1. Calculer infa,b,cPR
ş1

0
px3 ´ ax2 ´ bx´ cq2dx.

2. Soient a1, ..., an P R
n, on pose P pa1, ..., anq “ tt1a1 ` ... ` tnan : 0 ď

t1, ..., tn ď 1u. Vérifier par récurrence sur n que

volpP pa1, ..., anqq “

ż

xPP pa1,...,anq

dx1...dxn “
a

détGpa1, ..., anq .

Exercice. Soit E un espace euclidien avec une base orthonormaleB “ pe1, ..., enq.
Soit p P L pEq de matrice P dans la base B. Vérifier que p est une projection or-
thogonale ô P 2 “ P et tP “ P .

II.6 Angles entre vecteurs de Rn.

Définition. Soient 0 ‰ x, y P Rn. L’angle entre x, y est le réel 0 ď xxy ď π tel
que

cos xxy “
xx, yy

||x||||y||
.

Exemple. xKy ô xxy “ π
2
; x, y colinéaires ô xxy “ ˘π.

Exercice. Soit un tétraèdre régulier dans R3. L’angle entre les vecteurs issus du
centre et pointés vers les sommets est ´Arccos1

3
“ π ´ Arctanp2

?
2q.
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Figure 1 – α “ ´Arccos1
3
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Proposition. (Matrice d’une projection orthogonale.) Soit pF la pro-
jection orthogonale sur F . Si B “ pe1, ..., enq est une base orthonormale de E,
alors

rpF sB “ BptBBq´1tB

où B “ pxei, fjyq 1ďiďn
1ďjďk

P Mnk est la matrice d’une base pf1, ..., fkq quelconque de
F dans la base B.

Démo. Soit f P L pEq tel que rf sB “ BptBBq´1tB. Soient x P E, y P F .

Alors il existe X “

˜x1
...
xn

¸

P Mn1pRq, Y “

˜y1
...
yk

¸

P Mk1pRqtels que x “

x1e1 ` ...` xnen, y “ y1f1 ` ...` ykfk.
Alors

xx´ fpxq, yy “ t
pX ´BptBBq´1tBXqBY

“
tXBY ´ tXB ptBBq´1tBB

loooooomoooooon

“Ik

Y

“
tXBY ´ tXBY “ 0 .

C’est vrai pour tout y P F donc x´ fpxq P FK ñ fpxq “ pF pxq. Q.e.d.

Exemple. Si E “ Rn, si d est une droite, alors pd “ vtv
tvv

où v P Mn1pRq est le
vecteur des coordonnées d’un vecteur directeur de d.

III Matrices orthogonales

Soit pE, x¨, ¨yq un espace euclidien. Soit f P L pEq.
Définition. Sont équivalentes.

i) @x P E, ||fpxq|| “ ||x||.

ii) f envoie toute base orthonormale sur une base orthonormale.

iii) f envoie une base orthonormale sur une base orthonormale.

On dit que f est une transformation orthogonale si une de ces assertions est
vraie.

Notation. OpEq “ l’ensemble des transformations orthogonales de E.
Exercices.

1) OpEq ď GLpEq est un sous-groupe.
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2) Si f P L pEq, alors f P OpEq ô rf sB P OnpRq pour toute base orthonormale
B de E.

Définition. Soit M P MpRq. Sont équivalentes

i) tMM “ In.

ii) M tM “ In.

iii) M inversible et M´1 “ tM .

Si une de ces conditions est vérifiée, on dit que la matrice M est orthogonale.
Remarques. i) ô « les colonnes de M forment une base orthonormale de Rn »
ii) ô « les lignes de M forment une base orthonormale de Rn »
Une matrice de rotation est une matrice orthogonale de déterminant 1.
Notations. OnpRq, SOnpRq.
Exercices.

1) @M “ ´tM P MnpRq, pI ´MqpI `Mq
´1 P SOnpRq.

2) SOnpRq ď OnpRq ď GLnpRq.

3) Si M P OnpRq, détM “ ˘1.

Exemples. Les matrices de permutations, In´2vtv pour tout vecteur colonne v

de norme 1 pour le produit scalaire usuel,´1
2

¨

˝

1
?

3

´
?

3 1

˛

‚, 1
3

¨

˚

˚

˚

˝

2 ´2 ´1

1 2 ´2

2 1 2

˛

‹

‹

‹

‚

, 1
2

¨

˚

˚

˚

˝

1 φ 1
φ

´φ 1
φ

1

1
φ

´1 φ

˛

‹

‹

‹

‚

où φ “ 1`
?

5
2

.

III.1 Symétries orthogonales

Définition. Soit F ď E. La symétrie orthogonale par rapport à F est l’appli-
cation linéaire sF : E Ñ E, @x P F, @y P FK, x` y ÞÑ x´ y.

Si F est de codimension 1, on dit que c’est une réflexion orthogonale. C’-à-d :
@x P F, sF pxq “ x, @y P FK, sF pyq “ ´y.

Exercices.

1) Soit s P L pEq. Alors s est une symétrie orthogonale ô s “ IdE et kerps ´

1qK kerps` 1q.

2) Soit F ď E. On a sF “ 2pF ´ IdE “ IdE ´ 2pFK .
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3) Soit v P Mn1pRq un vecteur colonne de norme 1 (pour le produit scalaire
usuel. Montrer que In ´ 2vtv est une réflexion orthogonale. Par rapport à quel
sous-espace ?

4) Soit S P MnpRq. Montrer que S est une matrice de symétrie orthogonale (pour
le produit scalaire usuel de Rn) ô S2 “ In et tS “ S.

Proposition. Une matrice de symétrie orthogonale est orthogonale. De plus,
les réflexions orthogonales engendrent OnpRq.

III.2 Dimension 2

Proposition. SO2pRq “ tRα “

¨

˝

cosα ´ sinα

sinα cosα

˛

‚: α P Ru, O2pRqzSO2pRq “

tSα “

¨

˝

cosα sinα

sinα ´ cosα

˛

‚ : α P Ru.

Remarques. Rα est la rotation d’angle α, Sα est la symétrie orthogonale par
rapport à la droite « qui fait un angle α

2
avec l’axe des abscisses ».

Exercices.

1) @α, β, S2
α “ I2, RαRβ “ Rα`β, SαSβ “ Rα´β, SαRβ “ Sα´β, RαSβ “ Sα`β.

2) Rα “ expα

¨

˝

0 ´1

1 0

˛

‚.
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III.3 Dimension 3

III.3.1 Produit vectoriel

Définitions. (Produit vectoriel et produit mixte)

1) @x, y, z, x1, y1, z1 P R,

ˆx
y
z

˙

^

˜

x1

y1

z1

¸

:“

˜

yz1 ´ zy1

zx1 ´ xz1

xy1 ´ yx1

¸

P R3

2) @x, y, z, x1, y1, z1, x2, y2, z2 P R,
”

ˆx
y
z

˙

,

˜

x1

y1

z1

¸

,

˜

x2

y2

z2

¸

ı

:“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x x1 x2

y y1 y2

z z1 z2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P R.

Propriétés.

i) R
3 ˆR3 Ñ R

3, pu, vq ÞÑ u^ v est bilinéaire alternée.

ii) @u, v, w P R3, ru, v, ws “ pu^ vq ¨ w †

iii) @u, v, w P R3, u^ pv ^ wq “ pu ¨ wqv ´ pu ¨ vqw.

iv) @u, v P R3, ||u^ v||2 “ ||u||2||v||2 sin2 α où α P r0, πs, pu ¨ vq “ ||u||||v|| cosα.

v) (Jacobi) @u, v, w, u^ pv ^ wq ` v ^ pw ^ uq ` w ^ pu^ vq “ 0.

Remarque. ~x^ ~yK ~x, ~y.

III.3.2 Formule de Rodrigues

Si ~x “ tpx1, x2, x3q P R
3, on pose Λ~x :“

˜

0 ´x3 x2
x3 0 ´x1
´x2 x1 0

¸

P A3pRq
‡. Soit

~k P R3 un vecteur de norme 1.
— La matrice de la rotation d’axe ~k et d’angle θ P R est R~k,θ “ I3` sin θΛ~k `

p1´ cos θqΛ2
~k
.

— Comme application linéaire, on a :

@~v P R3, R~k,θp~vq “ cos θ ~v ` sin θ ~k ^ ~v ` p1´ cos θqp~k ¨ ~vq~k .

Exemples.R ~e1,θ “ R1,θ “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0

0 cos θ ´ sin θ

0 sin θ cos θ

˛

‹

‹

‹

‚

, R ~e3,θ “ R3,θ “

¨

˚

˚

˚

˝

cos θ ´ sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

.

Exercice. R “ exppθΛ~kq.

†. Pour le produit scalaire usuel de R3.
‡. C’est la matrice de ~v ÞÑ ~x^ ~v.
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III.3.3 Axes d’une rotation.

Théorème. Si R P O3pRq, alors il existe v P R3 tel que Rv “ ˘v.
Démo. (Euler) Si tR ‰ R, soit 0 ‰ v P ker tR ´R.
Si tR “ R, alors R2 “ I3 ñ R

3 “ kerpR ´ I3q ‘ kerpR ` I3q.
Corollaire. Soit R P SO3pRq, alors si tR ‰ R, l’axe de la rotation R est

kerR ´ I3 “ R

˜

R23 ´R32
R31 ´R13
R12 ´R21

¸

.

Exercice. @R P SO3pRq, D P P SO3pRq, R “
tPR1,θP pour un certain θ P R.

III.3.4 Angles d’Euler

Exercice. Les matrices de SO3pRq sont de la forme

R1,αR3,βR1,γ

“

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0

0 cosα ´ sinα

0 sinα cosα

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

cos β ´ sin β 0

sin β cos β 0

0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0

0 cos γ ´ sin γ

0 sin γ cos γ

˛

‹

‹

‹

‚

.

α, β, γ P R.
Indication. Soit R P SO3pRq. il existe α, β P R tel que Rp~e1q “ R1,αR2,βp~e1q.

Alors D γ, pR1,αR2,βq
´1R “ R1,γ.
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III.4 Les réflexions orthogonales engendrent OnpRq

Proposition. Soit O P OnpRq. Soit k “ rangpO ´ Inq. Alors il existe des
réflexions orthogonales r1, ..., rk telles que O “ r1...rk.

Lemme. @A P MnpRq, ker tA “ pImAqK.
Démo. par récurrence sur k ě 0.
Exercices.

1) Si R “ r1...rk où r1, ..., rk sont des réflexions orthogonales, alors k ě rangpR´

Inq. Indication. @A P MnpRq,
@r réflexion orthogonale, rangprA´Inq ě rangpA´

Inq ´ 1.

2) Soit O “

¨

˝

0 1
1 0

1 0
1 0

˛

‚P O4pRq. Alors rangO ´ I4 “ 3 et

O “

¨

˝

0 1
1 0

1
1

˛

‚

¨

˝

1
0 1
1 0

1

˛

‚

¨

˝

1
1

0 1
1 0

˛

‚

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

3 réflexions orthogonales

.

3) Soit A P AnpRq antisymétrique. Alors In ` A est inversible et pIn ´ AqpIn `

Aq´1 P SOnpRq.

IV Réduction des endomorphismes adjoints

IV.1 Matrices symétriques

IV.1.1 Réduction

Théorème. Soit A P SnpRq. Alors il existe P P OnpRq et D diagonale telles
que A “ PDtP .

Lemme. A possède une valeur propre réelle.
Démo. Par récurrence sur n ě 0.
Exemples.

a)

˜

1 1 1
1 1 1
1 1 1

¸

“ PDtP où P “

¨

˚

˝

1?
3

1?
2

1?
6

1?
3
´ 1?

2
1?
6

1?
3

0 ´
?

2?
3

˛

‹

‚

, D “

˜

3
0

0

¸

.
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b) Soit C “

2 ´1

´1

´1

´1 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

P SnpRq. Alors C “ PDtP où P “
`

sin ijπ
n`1

˘

1ďi,jďn

et D “

2´ 2 cos π
n`1

2´ 2 cos nπ
n`1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

.

Exercices.

1. Si λ ‰ µ, alors kerpA´ λq K kerpA´ µq.

2. Montrer que la matrice symétrique
´

1 i
i ´1

¯

n’est pas diagonalisable sur C.

IV.1.2 Signature.

Définition. Soit A P SnpRq. Soient λ1, ..., λn les valeurs propres de A. On
note signpAq “ pp, qq la signature de A où

p “ |t1 ď i ď n : λi ą 0u|

q “ |t1 ď i ď n : λi ă 0u| ;

c’est la signature de A.
Exercices.

1) p` q “ rangpAq.

2) sign
´

1 0
0 1

¯

“ p2, 0q, sign
´

1 0
0 0

¯

“ p1, 0q, sign
´

0 1
1 0

¯

“ p1, 1q .

IV.1.3 Min-max.

Théorème. Soit A P SnpRq. Soient λ1 ď ... ď λn les valeurs propres de A.
Alors

λk “ min
FďMn1pRq
dimF“k

max
xPF
||x||“1

txAx “ max
FďMn1pRq

dimF“n´k`1

min
xPF
||x||“1

txAx .

Exercices.
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1) Avec les notations du théorème, vérifier que si A,B P SnpRq, alors λ1pAq `

λ1pBq ď λ1pA`Bq ď λnpA`Bq ď λnpAq ` λnpBq.

2) Démontrer le critère de Sylvester avec les mineurs principaux à l’aide du théo-
rème ci-dessus.

IV.2 Adjoint d’un endomorphisme

Théorème de Riesz. Soit E un espace euclidien. @λ P E˚, D xλ P E, λ “
xxλ, ¨y.

Définition. Soit E un espace euclidien. Si f P L pEq, on pose f˚ P L pEq tel
que :

@x, y P E, xfpxq, yy “ xx, f˚pyqy .

Exercice. Si B est une base orthonormée de E, alors rf˚sB “ trf sB.
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IV.3 Réduction des endomorphismes normaux

Lemme. Soit E un R´espace vectoriel de dimension finie. Soit f P L pEq.
Alors f laisse stable un sous-espace vectoriel de E de dimension 1 ou 2.

Théorème. Soit A P MnpRq telle que tAA “ AtA. Alors il existe P P OnpRq

telle que
A “ PA1tP

où A1 est de la forme
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

...

xr
¨

˝

α1 ´β1

β1 α1

˛

‚

...
¨

˝

αs ´βs

βs αs

˛

‚

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

où x1, ...xr, α1 ˘ iβ1, ..., αr ˘ iβr sont les valeurs propres de A1.
Cas particuliers. A symétrique, antisymétrique ou orthogonale.
Exercice. Déduire du théorème que exp : AnpRq Ñ SOnpRq est surjective.
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