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ANALYSE2 INFO, printemps 2024
Fiche TD n°1bis,

Dérivabilité, Accroissements finis.

Exercice | : Exercice d’importance particuliére, fait en SolEx.

Exercice : Fait pendant le TD

Exercice : A faire a la maison/pour votre entrainement.
Exercice® : Intéressant, mais pas nécessaire pour la réussite dans cette UE.

Calcul des dérivées

Exercice 1. Pour chacune des expressions f(x) ci-dessous, calculer f'(z) (pour tout x ou la fonction
est dérivable) :

1 2t + 322 -6 . z® +1 g Vita
2. 6272 + 42°/2 — 21 e 14y
1 Inx cos T
3 - e 9.
3. 3z + \/5+x 3 sin
4. x(x+3)e” 7. (x+ 13z

Exercice 2. Pour la fonction f: R — R ci-dessous, calculer la fonction dérivée f’.

(322 4 2)3

f(z) = arctan:v)

(1 + Sin2 SU) exp <M

Indication: : Simplifier avant de dériver.

Exercice 3.

1. Déterminer la dérivée de la fonction arctan en utilisant la formule
B 1
- f’ o f—l’

valable pour toute fonction dérivable f dans les régions o f’ (en fait f’o f~!) est non nulle.
(Comment trouvez-vous cette égalité ? — Pour simplifier, en supposant que f~! est différen-

(fY

tiable.)
Rappel : Par définition, arctan est la fonction réciproque de la fonction tan h-%%[’
la fonction qui est elle-méme la restriction de la fonction tan a l'intervalle | — 7, Z[.
2. Trouver également la dérivée de la fonction arcsin, définie sur I'intervalle ouvert | — 7, 5[.

Rappel : Par définition, arcsin est la fonction réciproque de la fonction sin |[—§,§]'

af(x)—xf(a)

r—a

Exercice 4. Soit f: R — R dérivable. Calculer lim,_,, , pour un a € R.

. .- . . . . . sinx
Exercice 5. En utilisant que la derivée de la fonction sin est la fonction cos, calculer lim,_




Dérivabilité

Exercice 6. Soient o, 3,7,0 € R et définissons f: R — R par

=W D=

ar six <0,
flx) =48 si z =0,
yr+4d sixz>0.

Montrer que f € C*°(R*) en calculant toutes ses dérivées pour x # 0.
Calculer lim,_,o_ f'(z) (pour tous les «, 3, v, et § dans R).

Calculer lim, o, f'(z).

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour «, 3, v et § afin que
(a) f€CR).

(b) f/(0) existe et la calculer dans ce cas.
(c) f7(0) existe et la calculer dans ce cas.
(d) feD'(R).
(e) feC(R).

Rappel : f € C°(R) si—par définition—f est continue sur R.

f5(0) et f3(0) dénotent la dérivée de f respectivement a gauche et & droite en 0.

f € D*(R) si—par définition—f est n fois dérivable.

f € C"(R) si—par définition—on a f € D*(R) et sa n-iéme dérivée appartient a CO(R).

Iy
fa

7 (CC 2023, sauf 4. et 5.). Définissons f: R — R par

ISR S

f(x):{ex—l six >0,

T six <O0.

La fonction f est-elle continue ?
La fonction f est-elle dérivable ? Si oui, sa dérivée est-elle continue ?
La fonction f est-elle deux fois dérivable 7 Si oui, sa deuxiéme dérivée est-elle continue ?
Quel est le n € N maximal tel que f € D"(R)?
Quel est le n € N maximal tel que f € C"(R)?
Calculer
e’ —1

lim .
z—0 xT

Exercice 8. Définissons f: R — R par

ARl

fz) =

arctanz six > 0,
x + 2 six <O0.

La fonction f est-elle continue ?

La fonction f est-elle dérivable ? Si oui, sa dérivée est-elle continue ?

La fonction f est-elle deux fois dérivable 7 Si oui, sa deuxiéme dérivée est-elle continue ?
Quel est le n € N maximal tel que f € D*(R)?

Quel est le n € N maximal tel que f € C"(R)?



Exercice 9. Soit f la fonction réelle d'une variable réelle définie par :

fr R — R,
x six >0
x i .

sinx sixzx <0
Montrer que f est dérivable en tout point x de R* en calculant sa dérivée.
f est-elle dérivable en 07
f! est elle continue en 07
f est-elle deux fois dérivable en 07

f est-elle trois fois dérivable en 07
Quel est le n € N maximal tel que f € C"(R)?

A

Exercice 10. Soit N € N. On définit fy: R — R par

oNsin(1/z) siz#0

fN(w):{O siz=0"

Pour quelles valeurs de N,

—

. fn est-elle continue ? 3. fy est-elle continue ?

. fn est-elle dérivable? 4. fy est-elle dérivable ?

[\)

ot

. Quel est le n € N maximal tel que f3 € D"(R)?
. Quel est le n € N maximal tel que f3 € C"(R)?
7. A-t-on lim, o f3(2) = (f2),(0)?

(@)

Exercice 11. Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f de R vers R définie par :

et —x siz <0
f(z) =< cos?(mx) si0O<x<1.
1+me gigp>1

Exercice* 12. Soit f la fonction réelle d’une variable réelle définie par :

fi R — R,
exp(—1/2%) siz >0
S {Op( / ) sixzx <0
Montrer que f € C*®(R).
13 (CC 2023).
On consideére la fonction f: ] — 1, 00[— R définie par

[ arcsin(z) si—1<z<0,
fla) = { ze® siz>0.
1. La fonction f est-elle continue ?
2. La fonction f est-elle dérivable ? Si oui, sa dérivée est-elle continue ?

3. La fonction f est-elle deux fois dérivable 7 Si oui, sa dérivée seconde est-elle continue ?

(1)



Des accroissements finis

Exercice 14.
Montrer que 100 est une approximation de 4/10001 avec une erreur d’approximation inférieure a

0.005.

Exercice 15.

1. Montrer que pour tous réels x et y : |cosy — cosx| < |y — x|

2. En déduire que cos(0.01) > 0.99.

3* Montrer que pour tous réels x et y tels que z # y : |cosy — cosz| < |y — z|.
Indication : Si |y — x| > 2, c’est trivial. Pour |y — z| < 2, il y a au plus un z € E :=
{5 +2mk,k € Z} dans I'intervalle I entre x et y. S’il y en a pas, c’est facile car [sin§] < 1
pour tout £ € I. Autrement, utiliser |cosy — cosz| < |cosy — cos z| + | cos z — cos x|.

Exercice 16.
1. Montrer que pour tous réels a et b avec 0 < a < b :

b=a _ arctand tang < 2—°
arctan b — arctan a .
1+ b2 1+a?
2. En déduire que :
12 < arct 4 < 4
— < arctan | — —.
25 3 3
3. Pour un autre choix de a, en déduire que 'on a méme :
7 n 3 < ; 4 < T n 1
— 4+ — < arctan | = -+ -
4 25 3 4 6
Exercice 17.
1. Montrer que pour tous réels a et bavec 0 <a<b<1:
b—a

b—a

———— < arcsinb — arcsing < ——.
Vv1-—a? V1 —b?

— < arcsin

2. En déduire que :
3 3) 3
5 5 4

3. Pour un autre choix de a, en déduire que 'on a méme :

T n 1 < . 3 < T n 1
— 4+ ——= < arcsin | — -+ -
6  5v3 5 6 8

Exercice 18.
1. Montrer que pour tout entier k > 1: 0 <In(k+1) —Ink < %
1
3

S|=

2. En déduire que pour tout entier n > 1, In(n +1) <1+ % + st

1

3. Déterminer limy, o0 Hy ot Hy =1+ 3+ 2+ 4+ 1.



19. Soit f la fonction définie par f(z) = zlnz — x.

1. En appliquant & f le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout n > 1, on a :
Inn < f(n+1)— f(n) <In(n+1).
2. En déduire que pour tout n > 1, on a :
Inl+mn2+---+hn< f(n+1)+1<ln2+mn3+---+In(n+1).

3. En déduire que pour tout n > 1, on a :

n\n" n+ 1\
e(—) <n!<e< ) .
e e

Exercice 20.

1. Utiliser ’exercice 18 pour montrer que pour o < 1

"1
nlinéo;ka = oo.

2. On suppose maintenant « > 1. Pour k > 2, comparer ak_a 1 et = 11)a_1 kal_l
Indication: : Appliquer le TAF a la fonction f(z) = xal_l.
3. Toujours pour o > 1, montrer que
"1 o
nli_)n(r)lozk—a:& avec £ < 1

k=1



