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Les documents et les téléphones/calculatrices/ordinateurs sont interdits.
Le nombre total de points obtenus formera une note sur 20.

Toutes les réponses doivent être justifiées.

Question du cours (2 points)

Soit f : R → R une fonction.

a. (1 pt) Que doit satisfaire la fonction f pour qu’elle soit dérivable à gauche en x = 3 ?

b. (1 pt) Que doit satisfaire f pour qu’elle soit une fonction contractante ?

Exercice 1 (6 points)

Étudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f de R vers R définie par :

f(x) =


ex − x si x < 0

cos2(πx) si 0 ⩽ x ⩽ 1

1 + lnx
x

si x > 1

. (1)

Indication : On admet que f ∈ C∞(R\{0, 1}). Il suffit donc de regarder x = 0 et x = 1 et de
répondre pour chacun des deux points si la fonction y est continue (1+1 points) et si elle y est
même dérivable (2+2 points).

Exercice 2 (6 points)

a. (1 pt) Énoncer le théorème des accroissements finis (TAF).

b. (2 pts) Montrer que sin (0.01) ⩽ 0.01.

c. (3 pts) Montrer les inegalités

π
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+

3−
√
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⩽ arctan(3) ⩽

π

3
+
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√
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4
.

Indication : arctan(
√
3) = π

3
.

Exercice 3 (8 points)

Soit f : R → R, x 7→ x2 − 4x+ 6 et soit I = [7
4
, 9
4
].

a. (2 pts) Déterminer l’extremum local xmin de la fonction f et ses deux points fixes. Dessiner
le graphe de la fonction f .

b. (2 pts) En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer que la fonction f est
contractante sur I.

c. (2 pts) Calculer l’image f(I) et en déduire que I est stable par rapport à f .

d. (2 pts) Définissons une suite récurrente par un+1 = f(un) et u0 =
7
4
.

Déterminer limn→∞ un.


